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1. TAYLORUV POLYNOM

1+:zt+rc2

ate? V bodé z = 0 az do fadu z*

Piiklad 1.1. Napiste Taylorav polynom funkce f(x) =
véetné. Spoctéte f4)(0).

Priklad 1.2. Napiste Taylortv polynom funkce f(z) = ¢/sin(z3) v bodé x = 0 az do fadu '3
vcetné.

Priklad 1.3. Rozlozte funkei f(z) = 1+ 22 — 2 pro > 0 do fady mocnin 1 az do ¥adu -5
véetné.

Priiklad 1.4. Odhadnéte absolutni chybu aproximace danych funkci na danych intervalech:
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Priklad 1.5. Spoctéte pfibliznou numerickou hodnotu nasledujicich veli¢in a odhadnéte chybu:
Ve, arcsin 0, 45, log(1,2), (1,1)%2,
Piiklad 1.6. Spoc¢téte pribliznou numerickou hodnotu nasledujicich veli¢in s danou piesnosti:

e s presnosti na 1077, /5 s piesnosti na 1072, log,o(11) s presnosti na 107°.
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Piiklad 1.7. S pomoci Taylorova polynomu spoc¢téte nasledujici limity:
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Piiklad 1.8. S pomoci Taylorova polynomu vySetiete konvergenci nasledujicich rad:

Lfewm(ei- )] Sl () -

n=1
Priklad 1.9. Vysetfete konvergenci fad:

— . 1 1
T;Sm(%) — log(1 + %)7
—, 1 1 11
[ in - — ——).
;(e n)(arcsm - \/ﬁ)
Vysledky.

e Pitklad 1.1: 1+ 2z + 222 — 22* + o(2?), —48.

e Piiklad 1.2: z — 91”—; - 3”:2?0 + o(x13).

e Priklad 1.3: 3 — g5 + 0 ().

- ) 3 1
e Priklad 1.4: (nTl)!’ 3840 %6
e Priklad 1.5:

Ve 1,64872, |ve —1,64872| <2-107°,
arcsin 0,45 =~ 0,46676, |arcsin0,45 — 0,46676| < 6-107°,
log(1,2) ~ 0,182321, |log(1,2) —0,182321| <6-107",
(1,042 ~ 112117, |(1,1)"* —1,12117] < 5-107°.
Pitklad 1.6: 2,718281828, 2,2361, 1,04139.
Priklad 1.7: -3, &, & 1 L
Priklad 1.8: konverguje, diverguje.
Priklad 1.9: diverguje, konverguje.

2. MOCNINNE RADY
Piiklad 2.1. Nasledujici funkce vyjadiete jako soucet mocninné fady o stfedu 0 na maximalnim
otevieném intervalu.
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Priklad 2.2. Na intervalu konvergence se¢téte mocninné fady
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Priklad 2.3. Pomoci vhodné zvolené mocninné fady sectéte ¢iselnou fadu
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Priiklad 2.4. Uzitim Abelovy véty sectéte fadu

5
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Priklad 2.5. Pomoci vhodné zvolené mocninné fady sectéte ¢iselnou rfadu

i (—1)”(271—!—3).

—  (n+1)2"
Priklad 2.6. Sectdte radu
> (n=1)(n+3)2™
n=1

na jejim defini¢nim oboru. Rozhodnéte, zda na svém defini¢nim oboru fada konverguje absolutné.
Priiklad 2.7. Sectéte radu
o0
3 (n* - 1) o
3nn!
n=1

na jejim definiénim oboru.

Priklad 2.8. Sectéte fadu

> nx™
DI e
— (2n —1)!
na jejim defini¢nim oboru.
Piiklad 2.9. Naleznéte defini¢ni obor funkce f, zadané predpisem
— = 3+(_1)n+1>” n
f(2) _;( L)

Rozhodnéte, zda na tomto defini¢nim oboru fada konverguje absolutné.

Priklad 2.10. Sectéte fadu

na jejim defini¢nim oboru.
Piiklad 2.11. Pomoci vhodné zvolené mocninné fady sectéte ¢iselnou rfadu
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Piiklad 2.12. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Urcete oblasti ab-
solutni konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.
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Priklad 2.13. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Urcete oblasti ab-
solutni konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.

n=1 n=1
00 1 1 1 N o] (_1)[\/ﬂ . - o) 1 (—1)nn2 .
;<1+2+3+...+n)x, ; — (t&zké), nz:l(l—i—n) z".
Vysledky. e Piiklad 2.12: (i) R = %, AK pro —% <z< —%, K pro —% <zr< —%;
(ii) R —47AKiKpro—4<x<4;
(iii) R =1, AK i K pro —7<x<
(IV)R_* AKpr077<a:<f Kpro—f<x<f
e Priklad 2.13: (i) R =1, pro —1 < z < 1 AK pro vSechna a > 0, pro z = +1 AK i K pro
€ (1, 00);

(i) R=1,AKpro—-1<z<1Kpro-1<z<I;
(iii) R=1, AKiKpro -1 < x < 1;
(iv) R flAKprofl<z<1Kprofl<w<1
(v —1,AK1Kpr0—g<x<g.

3. PRIMITIVNI FUNKCE

Priklad 3.1. Spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/(x +5)3 dz, /sin(2m +7)dz, / (x\;ril) dzx;
/ dx / T / 22 d
et % A
V2 =5z’ V2 — 322 I4+22
/tg2 rdz, / V1 —sin(2z) dz, / arctga; T

1+x2

[ = a1
——  _dx — _dx E—
1—22 1424777 1+cos:z:

Priklad 3.2. Pomoci jednoduchych substituci spo¢téte nésledujici primitivni funkce:

/‘in(l )dj / dx dx .
Smos®) 70 (z+1)y/x’ zVz2 —1

sinx d / 2¢+ 1 / x+1 d
T, — dz, —dx;
Vcos 2z 24z +1 224+ 22 +9

[ o= s



Piiklad 3.3. Pomoci trigonometrickych vzorci uréete nasledujici primitivni funkce:

/ sin® z d, / sin® z dz, /sin4 xdr;

dx sin x cos x dx
-2 2 Y -4 4 dl‘, . 3 7
sin“ x cos? x sin® x + cos* x sin x cos? x

/ dzx / dx / dxr
costzx sin® x cos® sin? z cos x

/ dx / sin J / dx
. ar " ’
Vsin3 z cos® x 1+4sinz 2sinxz —cosxz + 5

Priiklad 3.4. Pomoci metody integrovani per partes spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ e’ sinx dx, / arcsin z dx, / log x dx;

arcsin x dz
/ x2 dx, /m, /arctg(ﬂ) dl’

Priklad 3.5. Pomoci metody integrovani per partes odvodte formule pro nasledujici primitivni
funkce:

/ e sinbx dx, / arcsin z de, / sin(log z) dx.

Piiklad 3.6. Pomoci vhodné substituce spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ log? d / x> d cosx
x’ x’ 7
x 8 — 2 \/2 + cos(2z)

22 22 +1 log (z + V1 + 2?)
dx, — dx, dx.
1+ 14 24 1+ 22
Piiklad 3.7. Procvicte si lepeni primitivnich funkei na nasledujicich piikladech:
/ || dz, /e‘lwl dx, /max{x, 22} dx;

d
/7?2; /|2x+1|dx; /(\1+x|f\lfx|) dx.
1+sin“z

Piiklad 3.8. Pomoci rozkladu na parcialni zlomky spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ 341 / T / x*
—————du, ——duz, _
3 — ba? + 6z 22—z —2 x4+ 5224+ 4

T dx T
/:17371dx’ /1+3§67 /x3—3x+2dx'

Priiklad 3.9. Spoc¢téte nasledujici primitivni funkce:

e’ dx
——dx, Va2 — 2z dx, /7;
/m / 1+vVr+3

/ l—xldw / dx / x? e
Vitaoz ™" 1+vVz+Vo+1’ Vito+a2

Priklad 3.10. Pomoci Eulerovych substituci spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

dx dx )
/ z+ Va2 tr+1 / 14+V1 -2z — 2%
x— V2% +3z+2 z?
r— a2+ 342 /2\/1—3:2'
Pfiklad 3.11. Na intervalu (—m, 7) naleznéte primitivni funkci

. . 2
/ (sinz)|sinz| + (cos z) i

(sinz)? + 2(cos x)?




Priklad 3.12. Spoctéte primitivni funkei na intervalu (0, 7) k funkci

/(@) !

6 cos? x 4 4 sin x cos x + sin

2y

Priiklad 3.13. Spoctéte primitivni funkci na maximalnim mozném intervalu k funkci

1
Jy) = 3cos?y +sin(2y) + 1°

Piiklad 3.14. Spoctéte primitivni funkci na maximalnich intervalech, na kterych existuje, k

funkci .\ ,
T 2 xr
/ 2T
e’ —1
Vysledky. e Piiklad 3.11: Oznac¢me

(sinx)|sinz| + (cos z)?
I := - d
(sinz)? + 2(cos x)?

Pouzijeme substituci ¢ = tg x, a to na intervalech x € (-5
pak po fadé vychazi t€ (—oo,00), t€ (0,00)a t€ (—00,0). Tedy
1—¢2
7 fmdtv € (—-m—%), ve(=5,0),
[ 52y z€(0,%), z€(3,m).

Rozlozime prvni funkci na parcialni zlomky a druhou spoc¢itadme rovnou. U prvni funkce
dostaneme rozklad

1—t? _At+B  Ct+D
2+2)(1+12)  1+¢2 24127
uhodneme A = C = 0 a dopoé¢itame B = 2, D = —3. Celkem dostaneme

);

Bl

2x—%arctg gtg:ﬂ +C, z€ (-7 —

~ N

2x—%arctg ?tgw + Co, 366(—%707
I = /3 N

Y2 arctg (2 tgz) + Cs, z € (0, 3),

g arctg gtg:c + Cy, r e (§,m).

Nyni spoéitame jednu primitivni funkci na celém intervalu (—m, ), feknémé Fy. Nejprve
zvolime konstantu Cy = 0 Konstanty Cp, C3 a Cy spocitame z jednostrannych limit funkce
Fy v bodech +7 a 0. Dostavame

3v2r L\/i

Cy = C3=0 Cy =
1 2 ) 3 ’ 4 9
V bodech +7% a 0 dodefinujeme funkci Fy tak, aby byla spojita. Celkem tedy méme
2x—32ﬁarctg (@tgz) +@, e (—m—5F),
3v2rm _ s
% — T = 2
2x—32ﬁarctg (@tgaz), r e (=%5,0),
Fo(z) =10, z=0
garctg (gm;gy) , r € (0,5),
2 s
fT’ r=3
garctg (gtgx>+”7‘/§7 € (5,m).

Vsechny primitivni funkce na intervalu (—, ) jsou tedy tvaru

F(z)=Fy(z)+C, CER.



e Priklad 3.12: V8echny primitivni funkce jsou tvaru Fy(x) + C, z € (0,7), kde (napiiklad)

1
Fy(x) = ———= arct (\/5 3 cot 9:+1)
o(z) 5 cte (3 cotg )
nebo
%arctg %(tgx+2) , ze(0,%);
Fy(z) = %arctg %(tgachQ) +%, z e (0,3);
e Priklad 3.13: VSechny primitivni funkce jsou tvaru Fy(y) + C, y € (—o00,0), kde (napii-
klad)
L arctg (MJrk—”), y€e (—Z +km Z+km);
Ry ={ B \NE ) vECE TS
(L4 k), y=T+kr, keZ
e Priklad 3.14:
log [e” 1] L (2”7+”’+1)+1 t(2(f+1>) € (—00,0) neb € (0,00)
og |e”—1|—=log (e e — arc — (e"+=) ), x € (—o0, nebo ,00).
g 5 1og Nt b 5

4. URCITY INTEGRAL
Piiklad 4.1. Spoctéte Newtonuv integral

/0 el 4 43T — 2% _ 9T
oo (€27 4+ 1)(2e2% + 3er + 1)

dx.

Priklad 4.2. Spoctéte Newtonuv integral

/1 dx
ok

Priklad 4.3. Spoctéte Newtontv integral

/1 dz
o 1+vVa2+x+1

Priiklad 4.4. Spoctéte Newtonuv integral

I Ilklad 4-5. f;p()éléle IJGW(()IIIIV ill‘eglél

7\'/2 3 Qt
Sin dt.

0 /sin?t+ 3sint + 1
Priklad 4.6. Spoctéte Newtonuv integral

™

/5 tgx + 2 d
x
= (cos(2z) + sin®z)(tga + 1)(tg? = + 2tgx + 3)

Piiklad 4.7. Spoctéte Newtonuv integral
o 2y? — 5y +8,5 — 1
N N
Vysledky. e Priklad 4.1: Oznacme

/O 641 + 463x _ €2z — 2¢%
I:=
oo (€2F +1)(2e2% + 3e* + 1)

dy

dx.



Pouzijeme substituci y = €%, pak y € (0,1). ProtoZe dy = e* dz, mame
_/1 vy -y -2
"o D3y
Rozlozime integrand na parcialni zlomky:
Y +4y?—y—2  Ay+B C D
(2+1)(2y2+3y+1)  y2+1  2y+1 * y+1

y = —1 dostaneme ihned C' = D = —
0 a konecné dosazenim napiiklad y = 1

Pouzitim cover-up rule, tj. dosazenim y = —%
pak dosazenim napiiklad y = 0 vypocitame B
dostaneme A = 2. Celkem

1
2 1 1
I=/ . - dy
o \w2+1 2y+1 gy+1

a

1 vt
= [log(y2 +1) — 3 log(2y + 1) — log(y + 1)}
y=0
1
=-3 log 3.
o Priklad 4.2:
1 V2—-1| 1 ( 1 1 )
,log _ = —
5% Vet Ta\Vao1 T (VEoupe

o Priklad 4.4:
2( 0 9] 2 )
L S
3\av2 T P VEAl
5 1
V5 — 2 + 3log(5 — 2V/5) + ( 1>

e Priklad 4.5:
5—2v5

110g§+ T arctgﬂ

4772 2v2 V2

e Piiklad 4.7: co (integral existuje, ale nekonverguje)

e Priklad 4.6:

5. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU

Piiklad 5.1. Vysetfete, pro které hodnoty pfislusnych parametri konverguji nasledujici Newto-
novy integraly:

oo 1 1 00
—duz; / 2?71 — 2)7 1 da; / zPe™ V7 dux;
/ Vv log(1l+ e®) 0 ( ) 0

/2 o D

sin 22 x
tgx)® dx; dx;
\/31+x3 0 (tg2)" da; /0 Ta ™

/000 1o cosar _ng @ dz; /01 x** dx;
/OO x° o /1 | log z|?
o Vitz T Jo Vi-z
Priklad 5.2. Vysetfete, pro které hodnoty piislusnych parametri konverguji nasledujici Newto-

novy integraly:
/OO( 2 arctg 2)° d /1 arccos T d
T — 2arctgx x, ———dzx
0 o log(1/x)

Piiklad 5.3. V zavislosti na parametrech «, 5 € R vySetfete konvergenci integralu

e 1
/0 v




Piiklad 5.4. V zavislosti na parametru o € R vySetfete konvergenci integralu

2
/ log(cos z) tg* = du.
0

Priiklad 5.5. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci integralu
 cosx
0o VT

Priklad 5.6. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci integralu

/Oo sin(2x + 1)
o log(log(10 + x))

Priklad 5.7. Vysettfete konvergenci a absolutni konvergenci integralu

o
/ z cos(z?) de.
0
Priiklad 5.8. V zavislosti na parametru a € R vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci
integralu
 sin3
/ dx.
o ¢

Priklad 5.9. V zavislosti na parametru o € R vySetfete konvergenci a absolutni konvergenci
integralu

dx.

2

o x
/ (cosz —e™ 7 )z® dx.
0

Vysledky.
e Priklad 5.1:
konverguje; p,q>0; p> —1;
konverguje; a € (—1,1); 0<p+1<yg;
aceR 1<p<3; aeR;
a€(-1,-1); p>—1.
Priklad 5.2: a > 1; g < %
Priklad 5.3: Integral konverguje pravée tehdy, kdyz plati bud o < 1 < 8 nebo <1 < a.
Priklad 5.4: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz plati bud —3 < a < 1.
Priklad 5.5: Integréal konverguje neabsolutné.
Priklad 5.6: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 5.7: Integral konverguje neabsolutné.
Priklad 5.8: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz a € (0, 4). Integral absolutné konverguje
pravé tehdy, kdyz « € (1,4).
e Priklad 5.9: Integral konverguje pravé tehdy, kdyz o € (—5,0). Integral absolutné konver-
guje pravé tehdy, kdyz a € (—5,—1).

6. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
Piiklad 6.1. Spoc¢téte obsah plochy vymezené kiivkami

x? 1

Y=g VT iia
Priklad 6.2. Spoctéte obsah plochy vymezené kiivkami
v*=2r+1 a xz—-y—1=0.
Priiklad 6.3. Spoctéte obsah plochy vymezené grafem paraboly
y=—a?4+4x -3

a jejimi tefnami vedenymi z bodu [0, —3] a [3,0].



Piiklad 6.4. Spoctéte obsah plochy vymezené parabolami

y=x* a y=+2.
Piiklad 6.5. Spoctéte délku kiivky

y= acosh%7 x €10,0], a,b> 0.
Priiklad 6.6. Spoctéte délku paraboly
y? = 2px
mezi pocatkem a nékterym jeji bodem.
Priiklad 6.7. Spoctéte délku kiivky
y=logz, ze[V3,V8].

Priklad 6.8. Spoctéte délku kiivky

1

3)

y=log(l—2?%), =z€l0,
Priiklad 6.9. Spoctéte délku grafu funkce

f(z) =27 pro xz€ [0,4] .
Piiklad 6.10. Spoététe objem jednotkové koule v R3.
Piiklad 6.11. Spoététe obsah jednotkové sféry v R3.
Priiklad 6.12. Urcete délku kiivky, zadané rovnici

2 4’
Priiklad 6.13. Urcete objem a povrch plasté télesa, vzniklého rotaci mnoziny
{[sc,y] eR? 2%+ (y—b)* < a2} , (0<a<),

x € [2,4].

okolo osy .

Priklad 6.14. Urcete délku kiivky, zadané rovnici

1 us
y og(cosx>, z € [0, 7]
Priiklad 6.15. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
e’ —1
=1 2,4].
Y Og<ez+1>v z € [2,4]

Piiklad 6.16. Spoctéte objem a povrch plasté rota¢niho télesa, které vznikne rotaci funkce y = e”
kolem osy z, kde = € (—c0,0).

Priklad 6.17. Necht a > 0. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
28 448 = od.
Priklad 6.18. Necht a > 0. Urcete délku kiivky, zadané rovnici
y = coshz, x € [0, al
Piiklad 6.19. Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci oblasti
M := {[z,y] € R% 22+ +8< 6y}
kolem osy .

Piiklad 6.20. Spoctéte objem toru, vzniklého rotaci kruhu o poloméru a > 0 a stfedu v bodé
b > a kolem osy y.

Piiklad 6.21. Spoctéte povrch plasté parabolické misy, vzniklé rotaci parabolického oblouku
y=22,0<2z <1, kolem osy y.



Priklad 6.22. Spoctéte povrch plasté ragbyového mice, vzniklého rotaci elipsy 22 +4y% = 4 kolem
oSy Y.

Priklad 6.23. VySetfete konvergenci nasledujicich ¢iselnych fad pomoci integralniho kritéria:

oo

Z 1

2 )
—ynlog”n

=1
;nlogﬂ

s} 1+7’L 2
Z(un) ’

n=2

n+1

oo
> oy
—vn Tn-1

Priklad 6.24. Teézisté rovinné oblasti dané nerovnostmi a < x < b, 0 < y < f(z) je bod [T, 7],
kde
b

J2(f(x))? da
f: f(x)dx ’

Zf: f(z)dz .

T = y:

N2

—a<z<a, 0<y<+Va?-az%
1

0<z<1 0<y < —;

=ten UEVEAT e

x2+y2:r2, x>0, y>0.

Piiklad 6.25. Necht f je spojita na [0, 1]. Spoctéte
1
lim fa™),dx.

n—roo 0

Vysledky.

Priklad 6.1: 2arctgl — 3
Priklad 6.2:
Piiklad 6.3:
Piiklad 6.4:
Piiklad 6.5: asinh 2

Pitklad 6.6: /42 + p? + & log LYV
Priklad 6.7: 1+ % log 3

Priklad 6.8: log3 — 1

Priklad 6.9: £(10% — 1)

Priklad 6.10: 4%

Priklad 6.11: 47
Priklad 6.12: Ozna¢me L hledanou délku kiivky. Podle pfislusného vzorce je

L:/4\/1+f’(x)2dx,
2

e o o o o
WO, =
|5

kde
22 logzx
takze )
f@=a-4

4z’



tj.

Dosadime do vzorce:

— J’j + 11 =
B P e
log 2
=6+ ——.
Tt
Priklad 6.13: V = 272a2b, S = 4n2ab
4 —4
Priklad 6.15: log =552
Piiklad 6.16: %
Priklad 6.17: 6a -

Priklad 6.18: <=

Piiklad 6.19: 672

Priklad 6.20: V = 272a?b, S = 4m2ab
Priklad 6.21: Z(5v/5 — 1)

Piiklad 6.22: 87 (1 4 M)

2v/3
e Piiklad 6.23: konverguje, diverguje, konverguje, konverguje
v . 4 V2-1 P 2r 2r
o Pitklad 624: [0,42], [Vl x| [ 2]

Piiklad 6.25:  £(0).

7. METRICKE PROSTORY I
Priklad 7.1. Ovéite, zda nasledujici funkce definuji metriku na R:
olz,y) = |2° =’ olzy) =l =y olzy) = (@ —y)*

Priklad 7.2. Necht g1 a g2 jsou dvé metriky na mnoziné P. Ovéfte, zda nasledujici funkce definuji
metriku na P:

0 =01+ 02; 0 = max{o1; 02}; 0 = min{o;; 02}; 0 = max{p;1}; 0 = min{p;2}.

Piiklad 7.3. Co je potieba pfedpokladat o funkci ¢, aby funkce o(x,y) := |o(z) —p(y)| definovala
metriku na R?

Priklad 7.4. Najdéte okoli bodu [1,1] v prostoru R? v ruské metrice o polomérech 1 a 2 a v
diskrétni metrice o polomérech % a 2.

Piiklad 7.5. Rozhodnéte, zda v obecném metrickém prostoru plati AN B = AN B.

Piiklad 7.6. V metrickém prostoru R? s eukleidovskou metrikou najdéte uzavéry graft funkei

sin
f<x>:={ o 70 Dy R,

kde symboly D a R znac¢ime Dirichletovu a Riemannovu funkci.



8. FUNKCE VICE PROMENNYCH
8.1. Zakladni pojmy.

Priklad 8.1. Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei:

Sy =3(1-2-4), o0<e<20<y<d-2m

(
f(@y) = V9 —a? -y
f(@,y) = Va? +y%
fla,y) =2 + 9%
Priklad 8.2. Nacrtnéte graf funkce (jedné proménné)
F(t) = f(cost,sint),

)1 (y=ua);
f(x’y){o (y < ).

kde

Priklad 8.3. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obory nasledujicich funkef:

fley) = +Vy—1 floy) =V1—a2—y? f(l’ay):\/ﬁQ

o) =arecos ()5 o) =log 2~ Jap) = VEmaT

Y

Priklad 8.4. Urcete a nacrtnéte vrstevnice nasledujicich funkci:
flay)=z+y; flay) =a®+y% floy) =" —y*

fan) =@ +ofs fen =2 flow) = g

fy) = oy, f(r,y) =e?7; f(x,y) =2 (x> 0).

Piiklad 8.5. Spoctéte f(1, %), jestlize f(x,y) = sz?jQ

Priklad 8.6. Urcete f(t), jestlize f (£) = # (x > 0).

Priklad 8.7. Necht z = \/y + f(\/x — 1) a z = x pro y = 1. Urcete funkce f a 2.
Priklad 8.8. Necht z =2+ y + f(z —y) a 2 = 2% pro y = 0. Urcete funkce f a 2.
Priklad 8.9. Urcete f(z,y), jestlize f(z +y, ) = % — 2.

Vysledky. Priklad 8.1: trojuhelnik, sféra, kuzel, paraboloid.

Priklad 8.2:
1 [-3742km, T + 2kn];
F<t) = 71'4 5w ‘
0 (§ +2km, =f + 2km).

Piiklad 8.3: (—o0,00) x [1,00); kruh {x2 +12 < 1}; doplnék téhoz kruhu v R?; plocha ohra-
ni¢end dvéma tupymi thly vymezenymi pfimkami y = 0 a y = 2z bez pocatku; polorovina
{z + y < 0}; sjednoceni mezikruzi {2km < 2% + y? < (2k + 1)7}.

Priklad 8.4: rovnobézné piimky, soustiedné kruznice, hyperboly se spole¢nou asymptotou y =
+x, rovnobézné primky, svazek paprski vychézejicich z po¢atku bez pocateéniho bodu; soustfedné
podobné elipsy, hyperboly lezici v kvadrantech I a III s asymptotami blizicimi se k soufadnym
osam; k¥ivky y =

logz*



Piiklad 8.5:  f(1,%) = f(z,y).

Priklad 8.6:  f(t) = V1 + £2.

Priklad 8.7:  f(t) =2t + {2, z(z,y) =z — 1 + /y.
Piiklad 8.8:  f(t) =2 — 12, z(z,y) =2y + (x — y)°.
Priklad 8.9: f(z,y) = 2214,

8.2. Limita a spojitost.

Poznamka. V této kapitole budeme vySetfovat limity funkci vice proménnych. Tyto limity cha-
peme ve smyslu definice limity pro zobrazeni mezi metrickymi prostory. Vyjimku tvofi limity v
bodech, které maji jednu nebo vice slozek nevlastnich (tj. v bodech typu [a, 00|, [0, ], [00, 0] a
podobng). Tyto limity chapeme ve smyslu néasledujici definice: fekneme, Ze limp, ) [o0,00] (7, y) =
A € R, jestlize

Ve>03K e RVa,y > K: |f(z,y) — 4| <e.

Obdobné definujeme limity v bodech s vice nevlastnimi slozkami a také nevlastni limity (tj. pfipady
A = +00).

Priklad 8.10. Necht

_r—y

Dokaizte, ze

lim (lim f(a:,y)) =1, lim (lim f(a:,y)) = -1,

z—0 \y—0 y—0 \z—0
a tedy
lim z,
[r,y]ﬂ[O-,O]f( v)
neexistuje.
Priklad 8.11. Necht
22y?

e = Er e

Dokaizte, ze sice

lim (?}136 f(x,y)) = lim (lim f(a:,y)) =0,

z—0 y—0 \z—0
ale presto

lim z,
[z,y]—10,0] f@:9)

neexistuje.
Priklad 8.12. Necht
(z+y)sin (L sin(l), x#0, y#0;
fla,y) = (sin,
0, x = 0 nebo y = 0.
Dokazte, ze sice ani jedna z limit
lim (}lg% [z, y)) lim (gg}) [z, y))

neexistuje, ale pfesto

lim  f(z,y)

[z,y]—[0,0]

existuje. Cemu se tato limita rovna?



Piiklad 8.13. Spoctéte

lim <1im (m,y)) a lim (Hm f(:c,y)),

z—a \y—b y—b \z—a
kde , ,
flew) =gty a=b=co
fle) = Ty a=oe, b= 04
f(x,y)sin(QxWiy>, a=>b=oc;

1 Ty
f(xay)_xytg<1+$y>7 CL—O,b—OO,

flx,y)=log, (z+y), a=1,b=0.
Priklad 8.14. Spoctéte nasledujici limity (a € R):

. Tty
lim ="
[ey]=lo0c0]  @? —zy + Y7
m = sm(xy);
[z,y]—[0,a] x
lim = (22492 '”292;
[2,9]—[0,0] ( v)
22
1\ 7+
lim = (1 + ) ;
[z,y]—[o0,a] T

lim log (x + €Y)
i ="
[yl =100 /22 + 92

Priklad 8.15. Dokazte, Ze funkce

s (a2 0y
f(m,y):{o v (i2+52:0)7

je spojita jako funkce proménné x i proménné y, ale neni spojita jako funkce dvou proménnych.
Priklad 8.16. Dokazte, Ze funkce

S (22 4 y? £0);
— { 541
f(z,y) {0 v (2 142 = 0),

je spojita v bodeg [0, 0] po v8ech pifmkach x = tcosa, y =tsina, t € (0,00), a € [0, 27], ale presto
nen{ v bodeé [0, 0] spojita.

Priklad 8.17. Zjistéte, zda je funkce

f(x,y) = arcsin (m)
Y
spojitd na svém definiénim oboru.
Priklad 8.18. Zjistéte, zda lze funkci

22 +y? — a2

flz,y) = 21

dodefinovat v bodé [0, 0] tak, aby byla spojitd na R2.



Piiklad 8.19. Zjistéte, zda lze funkci

3 3

dodefinovat na piimce y = z tak, aby byla spojita na R2.
Piiklad 8.20. Zjistéte, zda lze funkci

_ sin(z) sin®(y)
flay) = m

dodefinovat v bodé [0, 0] tak, aby byla v tomto bodé& spojita.

Priklad 8.21. Najdéte podminky na konstanty a,b, c € R, aby existovala limita (a € R)

lim =
[zyl—=[0,0]  ax? + by + cy?

Vysledky. Priklad 8.12: 0
Priklad 8.13: 0,1; %,1; 0,1; 0,1; 1,00.
Priklad 8.14: 0; a; 1; e; log2.
Priklad 8.17: ano
Piiklad 8.18: ano, f(0,0) = 1.
Piiklad 8.19:  ano, f(x,z) = 322.

8.3. Derivace a totalni diferencial.

Pfiklad 8.22. Dokazte, Ze pro funkci dvou proménnych f(z,y) a pro libovolné pevné a € R plati

0 d
Y (r0) = L fa,a)

Priiklad 8.23. Spoctéte

%(x, 1), Jestlize f(x,y) =z + (y—1)arcsin (\/j) '

Priklad 8.24. Spoctéte

of af . .
%(030)7 @(070)3 JCbchC f(xvy) - \/@

Ma funkece f(z,y) v bodé [0, 0] totalni diferencial?
Priklad 8.25. Ma funkce

flzy) = Vad +9°

v bodé [0, 0] totalni diferencial?

Priklad 8.26. M4 funkce

oy T ]l £ 10,0
f(z,y) {0 (2] = [0.0].

v bodé [0, 0] totalni diferencial?



Piiklad 8.27. Spoctéte
of of f Pf &f

oz’ 9y’ 0x2’ dzdy’ Oy?

pro funkce
x x
flry) =2 +y* —da®y? flz,y) =y + g =5
cos x? Y
fay)=——; fla,y)=a¥ fley)=log(z+y’); fla,y)=arctg;
y x
z
x y i
flz,y,2) = (y) ; f(a:,y,z):x(z); f(g;,%z):x(y)_
Priklad 8.28. Necht L
fany) = LT T Y #O
, 0, x? + y2 =0.
Dokazte, ze
0 f 9% f
0,0 0,0).
33333/( 0) # 8y3x( 0)

Priklad 8.29. Necht ,

0, 2 +y* =0.

Dokazte, Ze neexistuje
0% f
——(0,0).

Priklad 8.30. Spoctéte prvni a druhy diferencial nasledujicich funcki:

flay) =™y fley)= s flay) =loa(va? Ty

z
Priiklad 8.31. Odhadnéte chybu nésledujicich veli¢in v zavislosti na chybé jednotlivych prom-
nénnych:

flz,y)=e", flz,y) =zy+yz+zz, flz,y) =

14+z)™1+2)", log(l+z)log(l+y), arctg (f:xz’;) :

Piiklad 8.32. Objem valce s podstavou o poloméru 7 a vysce h je dan vzorcem V = wr2h. Je-li
vyska v = 5 cm zméfena s presnosti na 0.005 cm a polomér podstavy r = 3 cm je zméfen s
presnost{ na 0.01 cm, urcete, s jakou nejvétsi moznou chybou je uréen objem vélce V.

Priklad 8.33. Plocha trojuhelnika ABC' je dana vzorcem

_ besina

2
Vime-li, ze veli¢iny b, ¢, « byly namé&feny s presnosti na 1% a thel « byl zméfen na /4, dokazte,
ze vysledna plocha je uréena s maximalni chybou mensi nez 2.8%.

Vysledky. Piiklad 8.23: 1.
Priklad 8.24: 0, 0, ne.
Priklad 8.25:  ne.
Priklad 8.26:  ano.
Priklad 8.31: 14+ mz +ny, zy, v+ y.
Priklad 8.32: 0, 3457.



8.4. Retizkové pravidlo.
Piiklad 8.34. Spoctéte

or = or
or 00’
kde
T(z,y) =a° —ay +y°
a

x=rcosf, y=rsind.

Piiklad 8.35. Spoctéte

an
dt’
kde
H(t) =sin3z —y
a

2 £
r = 2t° — 3, y:575t+1.

Priiklad 8.36. Polomér podstavy r rotacniho kuZele roste o 2 cm za sekundu a vyska h roste o
3 cm za sekundu. Spoc¢téte miru rastu objemu V' v okamziku, kdy r =5 cm a h = 15 cm.

Piiklad 8.37. Lokalni atmosféricka teplota 1" zavisi na prostorovych soufadnicich z,y, z daného
bodu a na ¢ase t podle vzorce

ry
1+ z(
Teplomér je pripevnén k meteorologickému balénu, ktery se pohybuje atmosférou po kiivce dané
parametrickymi rovnicemi

T(x,y,z2,t) = 1+1).

r=t y=2t z=t—t°.
Urcete miru zmény teploty v case t = 1.

Vysledky. Priklad 8.34:

or
o= 3r2 (cos3 0 + sin® 9) — 2rcosfsinf,
r
8T 2/ . : 2 2 2
0 = 3r? (sin@ — cos 0) cos Osin 6 + r? (sin® § — cos” 6) .
Priklad 8.35:
dH
?ﬁ—::(11t4—5)cos(%}t24—5t——10).
Piiklad 8.36: Jv
— = 1257 em®s ™.
dt

Priklad 8.37:  teplota roste o 14 stupiiii za hodinu.



