Studijni material k prednasce
Numerické reseni parcialnich diferencialnich rovnic
Petr Knobloch

1 Uvod

V mnoha védeckych a technickych oblastech se setkavame s matematickymi modely
sestavajicimi z parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDR). Obvykle tyto modely nelze vy-
fesit analyticky a jejich TeSeni je potfeba aproximovat pomoci numerickych metod. Za
tim ucelem bylo vyvinuto velké mnozstvi ruznych postupu. Cilem prednasky Numerické
resent parcidlnich diferencidlnich rovnic je seznamit studenty s metodou koneénych dife-
renci, k jejiz analyze postacuji zakladni védomosti z prednasek vénovanych matematické
analyze. Budou vysvétleny hlavni myslenky a prostiedky analyzy metody koneénych dife-
renci a studovany vlastnosti ruznych diskretizaci pro zdkladni piiklady PDR (transportni
rovnice, rovnice vedeni tepla, rovnice difuze). Ziskané znalosti budou uziteéné i pro ziskani
predstavy o tom, s jakymi problémy je nutno se vypotradavat pii vyvoji a aplikaci jinych
numerickych metod pro feseni PDR. Navic je metoda kone¢nych diferenci stdle béznym
prostfedkem pro aproximaci casovych derivaci v PDR, zatimco diskretizace vzhledem
k prostorovym proménnym je casto ziskdvana jinymi piistupy (napi. metodou kone¢nych
prvku). Jelikoz vsak kazda numerickd metoda vede na soustavu algebraickych rovnic, lze
nékteré poznatky z této prednésky vyuzit i pti studiu vlastnosti diskretizaci ziskanych
jinymi postupy.

1.1 Diferenc¢ni kvocienty

Metoda konecnych diferenci je zalozena na tom, ze se diferencialni rovnice uvazuje pouze
v izolovanych bodech a derivace v téchto bodech se nahradi diferen¢nimi kvocienty.
Zminéné body se ziskaji jako uzly sité pokryvajici vypocetni oblast, a proto jiny néazev
této numerické metody je metoda siti.

Meéjme funkci v : R — R. Pak jeji prvni derivace v bodé x € R je definovana vztahem

vy vz h) — ()
(1.1) v'(z) = ilzg% Y :

Zvolime-li h > 0, pak muzeme derivaci v'(x) aproximovat vztahem

(1.2) V(z) ”(“h}i_”m.

Je-li funkce v dostatecné hladkd, 1ze ocekavat, ze diferencni kvocient v (1.2) aproximuje
v'(z) tim lépe, ¢im je h mensi. Zanedlouho uvidime, ze toto oc¢ekavéni je spravné.



Misto (1.1) muzeme téz psét

(1.3) o(2) = lim 2B =@ =h)

h—0 h ’

a tedy i (zprumérujeme-li (1.1) a (1.3))

v v v+ h)—v(@—h)
v(e) = lim 20 '

Tomu odpovidaji aproximace

v(x) —v(z —h)
h Y

v(x+h)—v(z—h)

/ ~
U(x)N 25 )

resp. V' (z) =

popr.
v(z+3§) —v(z - %)
h
Abychom zépis uvazovanych aproximaci zprehlednili, zavadime pro diference nésledujici
oznaceni (vzdy predpoklddame, ze h > 0):

V(1) &

dopredné diference: Ayv

zpétna diference: A_wv v

centrdln{ diference s dvojnésobnou délkou intervalu:  Agv(z) = 3 [v(z+h)—v(z—h)],

centralni diference: Sv(z) =v(z+2)—v(x—1).
Pak uvedené aproximace muzeme psat ve tvaru

U/NA-l-U /NA—U !

W resp. v R T resp. v

Bov L
h

) resp. (O o

Je-li v € C*(R), zjistujeme pomoci Taylorova vzorce, Ze vSechny tyto aproximace vedou
k chybé O(h) (tj. velikost chyby lze v kazdém bodé = omezit hodnotou Ch s konstantou
C nezévislou na h). Je-li v € C3(R), dostdvéame navic

AOU
h

=v' +0(h?), %U =v' +O0(h?).

Chceme-li aproximovat v”(x), pak muzeme postupovat nasledovné:

Y Sv'(z)  6%u(x

Plati
8 v(x) =v(x +h) — 2v(x) +v(z — h)

a tento vyraz se nazyva centralni diference druhého fadu. Snadno ovérime, ze
2 _ —
=A,A_=A_A,.
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Pouzitim Taylorova vzorce dostaneme pro v € C*(R)

(52

h—;} = 'U” + O(hQ) .
Podobné pro v € C%(R) je

(54

Sl = o).

Pritom

§'v(z) =v(r+2h) —4v(z + h) + 6v(x) —4v(x —h) +v(zr —2h).

1.2 Priklady diskretizaci Cauchyovy tlohy pro rovnici konvek-
ce—diftize v jedné prostorové dimenzi

Ukazme si nyni, jak pomoci metody kone¢nych diferenci lze ziskat diskretizaci Cauchyovy
ulohy pro danou parcidlni diferencidlni rovnici. Jako piiklad budeme uvazovat rovnici
konvekce—difize v jedné prostorové dimenzi. Hleddme tedy funkci v = wu(z,t) zavisejici
na prostorové proménné x € R a ¢asové proménné ¢ € Ry splitujici parcidlni diferencialn{
rovnici

(1.4) U = bUyy — QUL v RxR*
s pocatecni podminkou
(1.5) u(z,0) = u’() VreR,

kde u° je dana funkce. Parametr b piedstavuje koeficient diftize, a proto predpokldddme,
ze b > 0. Parametr a urcuje rychlost sifeni veli¢iny u vlivem konvekce (undseni). Pro
jednoduchost predpokladame, ze a a b jsou konstanty.

Jak jiz bylo zminéno vyse, zdkladem diskretizace metodou koneénych diferenci je sit
pokryvajici vypocetni oblast, v jejichz uzlech aproximujeme parcialni diferencidlni rov-
nici rovnicemi algebraickymi. Pro jednoduchost budeme nyni uvazovat rovnomérnou sit
s konstantnim prostorovym krokem h > 0 a konstantnim c¢asovym krokem 7 > 0. Definu-
jeme prostorové uzly x; = jh, j € Z, a casové hladiny ¢, = n7, n € Ny. Rovnobézky se
soufadnymi osami protinajici tyto osy v bodech z; a t,, jsou takzvané sitové piimky, které
vytvareji sit pokryvajici vypocetni oblast R x Ry . Pruseciky sifovych piimek (z;,¢,), kde
j € Z an € Ny, nazveme uzly sité. Resenf v Cauchyovy tlohy (1.4), (1.5) aproximujeme
v uzlech (z;,t,) hodnotami U?'. Sitova funkce {U T} je pak piibliznym fesenfm uvazované
Cauchyovy tlohy. Pro piehlednost zavddime téz oznacenf u} := u(z;, t,).

Priblizné feseni {U]'} ziskdme tak, ze parcialni diferencidlni rovnici v uzlech sité na-
hradime diferenénim schématem. Uvazujme libovolny uzel (z;,t,) s j € Z a n € Ny.
Pak rovnici (1.4) muzeme s vyuzitim vztahu z predeslého oddilu aproximovat napiiklad



nasledovneé:

0 = (w—buy +auy)(xj,ty,)
ol + 1) —ulxy, th) b w(xj+ h,t,) —2u(z;, t,) +ulz; — h,ty)
- T h?
u(z; + h,t,) —u(x; — h,ty)
ta 2
_ uitt — _ b“?ﬂ —2uj +uj, +a“?+1 — Uiy
T h? 2h
n+1 n n n n n n
N Uit = Uj _ijH—QUj + U, +an+1_Ujfl
T h? 2h

Pouzijeme-li symboly pro diference, muzeme uvedené aproximace zapsat v prehlednéjsim
tvaru:

AL u? 2y Ngy u?

0= (ur —bugy +au,)(zj,t,) =~ J:i - 22] +a Oh J
ALUr  BUP A UT
~ —p 2 I

. 2 T

Nyni u symbolu pro diference vyznacujeme indexem z ¢i t, vzhledem ke které proménné
je diference definovana. Napf.

A u(z,t) =u(x, t+ 1) —u(z,t), A pu(z,t) =u(x+ h,t) —u(x,t).
Rovnici (1.4) tedy aproximujeme numerickym schématem

n+1 n n n n n n
U™ = Uj _ it - 207 + U, _an+1 — Ui

1.
(16) T h? 2h

VjeZ neNy,

které je nutno doplnit poc¢atecni podminkou

(1.7) U)=u’(z;) VjeL.

Jedna se o pifklad tzv. explicitniho schématu, nebot hodnotu ptiblizného feSeni v libo-
volném uzlu (z;,t,) s j € Z an € N lze ze schématu vyjadiit pomoci hodnot pfiblizného
feSeni na predchazejici casové vrstve t, ;. Priblizné TeSeni tedy existuje a je urceno jed-
noznacné. Oznacime-li

T T
(18) M:ﬁb, V:ECL,
muzeme schéma (1.6) psat ve tvaru

n n n n n v n n
(1.9) Uj+1:Uj +u(Uj —2U] +Uj—1)_§( = U),

ktery je v nékterych piipadech vhodnéjsi pro analyzu.
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Jelikoz existuje fada zpusobu, jak pomoci diferencnich kvocientu aproximovat de-
rivace, ziskdme ruznymi kombinacemi diferen¢nich kvocienti mnoho rozlicnych nume-
rickych schémat pro aproximaci dané parcialni diferencialni rovnice. Jak uvidime pozdéji,
takto ziskana schémata mohou mit velmi odlisné vlastnosti. Ukazme si jesté dvé schémata,
kterd lze definovat pro rovnici (1.4). Uvazujeme-li tuto rovnici v uzlu (z;,t,4+1) s j € Z a
n € Ny, muzeme provést nasledujici aproximace:

At 52yt Ag, uH
_ - j z Yy z
0= (Ut_burx+auw)(xj7tn+1) ~ = - h2 ta h
N A,t UJnJrl _b 5% U;l+1 u AOz UJnJrl
- T h2 hoo
coz vede ke schématu
U’(H-l —_yn Un—l—l -9 Un-‘rl 4 Unj—l n+l Un_—l—l
(1.10) — I p 2t e Jl—aj“thl VieZ neNy,
T

k némuz opét musime pfidat poc¢ateéni podminku (1.7). Nyni jiz v daném uzlu neni mozné

jednoduchym zpusobem vyjadrit hodnotu pfiblizného feseni pomoci hodnot z predchozi

casové hladiny a hodnoty priblizného feseni na nové ¢asové hladiné je nutno ziskat vytese-

nim soustavy linearnich rovnic. Jedna se o ptiklad tzv. implicitniho schématu.
Sec¢teme-li schémata (1.6) a (1.10), ziskdme po vydéleni dvéma schéma

n+1 n 2 rrn+1 2717 n+l n+1 " i
urtt —u; :béxUj + 05 U; _an+1_Ujfl+ i1~ Ui VjeZ,neNy.
R 2 h2 4h

Toto schéma je opét implicitni a nazyva se schéma Crankovo—Nicolsonové. Jelikoz hodnoty
priblizného teseni, které toto schéma kombinuje, vykazuji symetrické uspoirdadani nejen
vzhledem k z;, ale i vzhledem k ¢,4/2 := t, + 7/2, aproximuje toto schéma parcidlni
diferencidlni rovnici (1.4) pti h, 7 — 0 s mensi chybou nez predchozi dvé schémata.

1.3 Chyba diskretizace

Chyba diskretizace je chyba, které se dopoustime, kdyz derivace v diferencidlni rovnici
nahradime diferencnimi kvocienty. Ziskame ji dosazenim presného feseni do numerického
schématu ve tvaru odpovidajicim nahrazeni derivaci diferenénimi kvocienty a ode¢tenim
pravé strany od levé.

Jako piiklad uvazujme schéma (1.6) pro numerické feseni rovnice (1.4). Pro definici
chyby diskretizace pouzijeme tvar schématu s diferencnimi kvocienty (tj. (1.6)), nikoli
ekvivalentni tvar (1.9). Chyba diskretizace je pak ddna vztahem

n U DTN U
o u uj 1 ui g —2uf - ujy uig = Uy
J T h? 2h ’

n+l

kde u} = u(z;,t,). Tento vztah muzeme téz psat ve tvaru

n 2, n n

J T h? h




Muzeme také zavést chybu diskretizace ey, ,(x,t), kterd je definovana v kazdém bodé (z, t)
vypocetni oblasti, pro néjz (z £ h,t) a (z,t + 7) téz lezi ve vypocetni oblasti, vztahem

A u 5 u JANRY)
Ehyr = :_t —b;z +a (;z

Ziejmé €% = ey, (75, t,). Je-li u dvakrat spojité diferencovatelné podle t a ¢tyiikrét spojite
diferencovatelné podle x, pak pouzitim Taylorova vzorce ziskdme

(1.11) ens(x,t) = lutt(x, n)T — b Ugaan (&, 1) B2+ 4 Ugzr (1) B2,
’ 2 12 6
kde n € (t,t +7) a & ¢ € (x — h,x + h). Rikdme, Ze schéma je prvniho fadu pfesnosti
v case a druhého fadu presnosti v prostoru.
U kazdého schématu je zdkladnim pozadavkem, aby chyba diskretizace konvergovala
k nule pro h, 7 — 0. Pak tikame, ze schéma je konzistentni s feSenou diferencidlni rovnici.

1.4 Chyba aproximace

Chyba aproximace je definovéna vztahem e} = U}’ — u}, kde U} je priblizné reseni a u}
je aproximované pfesné feseni v uzlu (x;,t,).

Vsimnéme si, ze chyba aproximace je feSenim piislusného schématu, v némz se na pravé
strané objevi dodatecny clen —e7 nebo ndsobek této hodnoty (v zavislosti na pouzitém
tvaru schématu). Napt. v pripadé schématu (1.6) mame

n+l _ n no__ n n n o _ el
e; e’ :bejJr1 2€j—|—ej,1_aej+1 ej*l_gﬂ

T h? 2h 77

resp.

v
n+1 n n n n n n n
eiT = e + p(e] 1—2€j—|—6j_1)——2(€j | —€jy) —TE].

Pozdéji uvidime, ze na zakladé vztahu tohoto typu lze za uréitych podminek chybu apro-
ximace odhadnout pomoci odhadu chyby diskretizace.

2 Stabilita jednokrokovych numerickych schémat pro
Cauchyovy ulohy

V této casti budeme uvazovat Cauchyovu ulohu najit funkei u = wu(z,t) definovanou pro
r e R at>0, ktera splnuje

(2.1) u+Lu=0 vRxR", u(z,0) =u’(z) proz €R,

kde 1 je zadana pocdteéni podminka a L je linedrni diferencidlni operator s konstantnimi
koeficienty obsahujici pouze derivace podle z, tj. operator tvaru

m 0k
L:Zak%
k=0
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Obecné jednokrokové schéma pro dlohu (2.1) na stejnomeérné siti s uzly (z;,t,), kde z; =
Jgh,t,=nt1,j€Zan e Ny ma tvar

M M
(2.2) Y oo Unl=>" BUN, VjJ€Z, neN,,
s=—M s=—M
(2.3) U = u’(x;) VjeL,

kde prirozené ¢islo M zavisi na zpusobu aproximace derivaci podle = v operdtoru L.
Predpokladame, ze pokud je priblizné feseni omezené pro kazdé n € Ny, pak je uvedenym
schématem urceno jednoznacné.

Pro schéma (2.2), (2.3) budeme analyzovat dva typy stability. Nejprve se budeme
zabyvat tzv. von Neumannovou analyzou stability, ktera je zalozena na Fourierové trans-
formaci a udéva podminky pro stabilitu vzhledem k L? normé. Nésledné zformulujeme
podminky, za nichz uvazované numerické schéma splnuje diskrétni princip maxima a je
tudiz stabilni vzhledem k maximové normé. Uvidime téz, jak princip maxima umoznuje
odhadnout chybu aproximace pomoci chyby diskretizace.

2.1 Von Neumannova analyza stability

V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic hraje dilezitou roli Fourierova transformace.
Pro funkci u € L'(R) definujeme Fourierovu transformaci @ vztahem

(2.4) u(é) = \/%_ﬂ /_Z u(z)e*¢dr, £ €R.

Za uré¢itych predpokladu pak plati

1 o :
2.5 u(r) = — u(é)e'*cd
25) @) = o= [ ag)eae
a je splnéna Parsevalova rovnost

(2.6) HUHL2(R) = HaHLQ(R)'

Pravé strana vztahu (2.5) je inverzni Fourierova transformace. Vztah (2.5) vyjadiuje
funkci u jako superpozici vin danych funkcemi e'*¢ s riiznymi amplitudami 2(€). Funkce
u predstavuje alternativni reprezentaci funkce u a muze byt komplexni, i kdyz je funkce
u realna.

Podobné jako vyse lze postupovat téZ v diskrétnim piipadé. Bud | € R* a oznac¢me

ie*i(hj/l)& EeR, jel.

Pak pro libovolné redlné ¢islo a tvoif mnozina {;},c; tplny ortonormdln{ systém v pro-
storu L*(a,a +1). Je-li déna posloupnost U = {U;};c splivjici Y., |Uj|* < oo, pak
tada ) _ ., Uj ¢, konverguje v prostoru L*(a,a+1) k funkei U a plati U; = f;“ Uip;dg.
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Navic je splnéna Parsevalova rovnost Y., |U;]* = |U 12, Predpokladejme nyni,

(a,a+1)"
ze hodnoty U; predstavuji hodnoty sitové funkce v uzlech z; = jh. Zvolme a = —1/2,

| = 27/h a definujme funkci U € L2(—/h,7/h) vztahem
(2.7) Z hU e @it
]—foo

(tj. U = VhU). Pak

(2.8) yeltitdeé  ViEZ.

1 ~
Uy =— U
! \/27’(’ /;w/h (6

Vztahy (2.7) a (2.8) jsou diskrétnimi analogiemi vztahu (2.4) a (2.5). Vztah (2.8) opét
vyjadiuje U jako superpozici vin. Oznac¢ime-li

1Tl =

diskrétn{ analogii normy v prostoru L?(R), plati podobné jako v (2.6) Parsevalova rovnost

(2-9) HU”z = HUHL2(—7r/h,7r/h) :

Uvazujme nyni obecné jednokrokové schéma (2.2), (2.3) pro numerické feseni Cau-
chyovy tlohy (2.1). ZapiSeme-li ptiblizné feseni U™ = {U'}jez ve tvaru (2.8) pomoci
Fourierovy transformace U" = U"(€) definované vatahem (2.7), ziskdme dosazenim do
(2.2)

w/h
/ (U"+1 Z ap @ 5hE _ (e Z 3, 15“) d6=0 VjeZ, neN,.
7Tl'/h M

Jelikoz funkce {e'*¢}, _, tvoif iplny ortogondlni systém v prostoru L*(—m/h, 7 /h), plati

M M
(2.10) U D ageht=0m(€) Y Bttt YneN,.
=M s=—M

Vsimnéme si, Ze tento vztah lze formalné ziskat tak, ze diskrétni feseni U;' nahradime

v (2.2) vyrazem U n(€)el®it, Diky ptredpokladu o jednoznaéné fesitelnosti schématu je
soucet na levé strané pro libovolné & nenulovy (viz cviceni), a muzeme proto definovat

funkei
M
Z Bseishf
s=—M
AME) = —;

E g e1sh§
s=—M



Pak obdrzime
(2.11) U = NOU™E)  VneN,.

Tento vztah ukazuje, ze provedeni jednoho ¢asového kroku schématu (2.2) je ekvivalentni
prenasobeni Fourierovy transformace diskrétniho feseni amplifika¢nim faktorem A(£). Ve-
likost amplifikacniho faktoru [A(€)| piedstavuje zesilenf amplitudy U™(¢) libovolné frek-
vence £ pii provedeni jednoho ¢asového kroku. Ze vztahu (2.11) ziskdme

(2.12) U"(€) =AU  VneN,.

Vidime, ze vSechny informace o schématu jsou obsazeny v amplifika¢nim faktoru. Mimo
jiné lze z amplifikacniho faktoru snadno ziskat informace o stabilité a presnosti ptislusného
schématu. Fourierova transformace proto predstavuje standardni metodu pro studium
vlastnosti diferenc¢nich schémat.

Pro praktické vypocty amplifikacniho faktoru muzeme vyuzit vyse uvedeného pozo-
rovani, ze vztah (2.10) lze formalné ziskat nahrazenim U v (2.2) vyrazem U"(£)e'"¢.
Pouzijeme-li déle vztah (2.12), vidime, ze pro vypocet () staci do (2.2) dosadit misto
U7 viraz A(€)" %7€ andsledné ziskanou rovnost vydélit A(£)". Takto budeme v budoucnu
pii vypoctu amplifikaéniho faktoru postupovat.

Diferenc¢ni schémata jsou ¢asto pouze podminéné stabilni, coz znamend, ze jsou sta-
bilni, jen pokud prostorovy krok h a casovy krok 7 splnuji jistou podminku. Mnozinu
A C RT xR* takovou, ze pro libovolnou dvojici (h, 7) € A je piislusnd podminka stability
splnéna, nazveme oblasti stability diferen¢niho schématu. Vzdy budeme predpokladat, ze
mnozina A je omezend a ze dvojice (0,0) je jejim hromadnym bodem. Stabilitu schématu
(2.2) lze definovat napiiklad nésledujicim zpusobem.

Definice 2.1 Diferencni schéma (2.2) je stabilni v oblasti stability A, pokud pro kazdy
pevny ¢as T > 0 existuje konstanta Cr takova, ze pro libovolnou po¢ateéni podminku U°
plati

U™, < Cr||U°l, VneN,(h1)eA nt<T.

Véta 2.1 Diferencni schéma (2.2) je stabilnd v oblasti stability A prdvé tehdy, kdyz exis-
tuje konstanta K nezdvisld na &, h a T takovd, Ze

(2.13) ANE|<1+Kt VEER, (h,7)€A.

Je-li funkce AN(§/h) na A nezdvisld na h a T, pak lze podminku (2.13) nahradit podminkou
(2.14) IANE)] <1 VEER, (h,7)€A.

Diikaz. 7 Parsevalovy rovnosti (2.9) a vztahu (2.12) plyne

(2.15) 10y = 1N T gy -

Poznamenejme, ze A" zde znac¢i n—-tou mocninu A. Plati-li (2.13), je pro (h,7) € A a
n<T/r

U™ ly < U+ K1) U g2 pmmy < L+ K )T |00y < 5TU°y,
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tj. schéma (2.2) je stabilni v A. Predpokladejme nyni, ze (2.13) neplati pro zddnou kon-
stantu K. Zvolme libovolné cislo C' > 0. Jelikoz funkce A\ zavisi na £ spojité a peri-
odicky s periodou 27/h, existuje (h,7) € A a interval (§1,&) C (—n/h,7/h) tak, ze
IA(€)] > 1+ C 7 pro viechna & € (&1, &). Necht

~ 1

0°€) = =5 pofelent) a U°8) =0 pro& ¢ (61,5%).

Pak dle (2.9) a (2.15) je [|[U°||, = ||U0||L2(_7r/h77r/h) =1la
U™l = IA" U% 2, ) > (14 C )" 2 (L4 C Tinge) ™™ 7o || U,

kde Tpaz je takové, ze A C RY x (0, Tyae) (vyuzili jsme, ze funkce (14C 7)Y/7 je klesajici).
Pro libovolné T > 7,4, a n € N spliujici T/2 < nt < T je

U™l > (1 + C Tyna) /7o) U

Schéma (2.2) tedy nenf stabilni v A, nebot C' lze volit libovolné velké. Je-li funkce A(£/h)
na A nezavisla na h a 7, pak jsou zfejmé podminky (2.13) a (2.14) ekvivalentni. O

Poznamka 2.1 Uvedend véta pochazi od von Neumanna, a analyza diferenénich metod
zalozena na Fourierové metodé se proto obvykle nazyva von Neumannova analyza. Nerov-
nost (2.13) se vétsinou nazyva von Neumannova podminka.

Uvazujme rovnici (1.4), pficemz opét predpokladame, ze b > 0 a a jsou konstanty, a
ukazme si provedeni analyzy stability na prikladu explicitniho schématu (1.6). Jak jsme
videli vyse, pro vypocet amplifikacniho faktoru A(§) staci do schématu misto U dosa-
dit vyraz A\()"el%i¢ = \(€)" el a ndsledné ziskanou rovnost vydélit A(€)™. Pouzitim
ckvivalentniho tvaru (1.9) tak ziskame

ME) €67t = gi€ih 1y (€ UTDR _ 9 giih L l€G=1R) _ v (€ UFDR _ it =Dk

2

z ¢ehoz plyne

MO =1 p (¢ 2 € (6 -7
=1+ 2p(cos(§h) — 1) —iv sin(Eh).

28h
2

2¢&h
2

2 &h

Pouzitim vztahu cos(§ h) = cos — sin a 1= cos® 5 +sin” % zjistujeme, ze ampli-

fika¢ni faktor je dan vztahem

M) =1—-4p siDQ%—iy sin(é h) .

Pro nalezeni nutné a postacujici podminky pro stabilitu v diskrétni L? normé je tedy
tfeba uvazovat podminku (2.13). Snadno vypocitdme, ze

h
NOPP=(1—4ps®)?+412s*(1—5%), kde s :sin%.
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, nebot pak |[A(&)| < 1. Jelikoz v* = a*u7/b a

1
2
nerovnost

5?2 = 1 staci pozadovat, aby p <
4 8% (1 — s?) <1, dostavame pii pu < %

a2 1/2 a2
A <|(1+— <l4+—r.
Mol (1+57) <1+

Pro pu < % je tedy von Neumannova podminka splnéna a schéma je stabilni v diskrétni
L? normé. Nicméné pii g < 3 muze pro nékteré hodnoty & byt [A(E)| > 1, coz vede
k rustu prislusné amplitudy v diskrétnim feseni, zatimco v feSeni diferencidlni rovnice jsou
vSechny amplitudy tlumeny. Pokud tedy exponencialni rust v case, ktery von Neumanno-
va podminka umoznuje, neodpovida vlastnostem aproximované parcialni diferencialni rov-
nice, je von Neumannova podminka v praxi ptilis slabé. Zavadime proto nasledujici silnéjsi
definici stability.

Definice 2.2 Diferen¢ni schéma se nazyva silné stabilni, jestlize plati: pokud Fourierova
transformace teseni aproximované parcialni diferencidlni rovnice splnuje

(2.16) [u(€,t+7)[ <e*Tlu(E,t)]  VEER
pro néjaké o > 0, pak amplifikac¢ni faktory diferenéniho schématu splinuji
A <e*T  VEER.

Pro rovnici (1.4) plati (2.16) s a = 0, a tedy pozadujeme, aby |A(§)| < 1 pro vSechna
¢ € R. Jelikoz
MOP =14 @u— 1) s + 4 (442 — 1),

dostavame

IMOIST VEER & (“pr—1vA)s*<2u—1v?* Vse[-1,1] & v*<2u<l.

Kromé ocekavané podminky p < % jsme tedy dostali jesté dalsi podminku, kterou lze

zapsat ve tvaru 7 < 2b/a®. To muze byt velmi vdZné omezeni, nebot v praxi je casto
b < |al.

2.2 Diskrétni princip maxima a odhad chyby aproximace

Je znédmo, ze Feseni Cauchyovy ilohy (2.1) za ur¢itych podminek spliiuje princip maxima,
z néhoze plyne, ze pro to > ti > 0 je [Ju(-,t2)||l oy < llu(-s )|l foo(gy- Nasim cilem
nyni bude najit podminky, za nichz vztahy tohoto typu plati pro feseni schématu (2.2).
Je jisté rozumné pozadovat, aby takovéto vztahy pro numericka schémata platily, plati-li
pro aproximovanou Cauchyovu tlohu. Navic uvidime, ze tim ziskame nastroj pro odvozeni
odhadu chyby aproximace pomoci chyby diskretizace.

Nejprve budeme predpokladat, ze koeficient ag v definici operatoru L v Cauchyové
uloze (2.1) je nulovy, tj.,



Budeme predpoklddat, ze koeficienty schématu (2.2) spliuji podminky

(2.17) ag >0, as <0 Vs#0, Bs >0 Vs,
M

(2.18) > a,>0,
s=—M

M M
(2.19) Z B, = Z Q.
s=—M s=—M

Poznamka 2.2 Podminky (2.17) na znaménka koeficientu si lze snadno zapamatovat.
Zapiseme-li totiz schéma (2.2) v takovém tvaru, Ze na levé strané je pouze hodnota U}”l
a hodnoty priblizného resent ve vsech ostatnich uzlech jsou na pravé strané, pak vsechny
koeficienty must biyjt nezdaporné (a koeficient u U;”rl kladny).

Poznamka 2.3 Je-li schéma (2.2) ve tvaru s diferencnimi kvocienty, pak

M M
D st = D Beu (et Lu)(z,tuse)
s=—M s=—M

kde 6 € [0, 1]. Je rozumné poZadovat, aby tato aproximace byla presnd, pokud u je linedrni
funkce (polynom prvniho stupné v x a t). Volbou u(x,t) = 1 pak dostdavame podminku
(2.19). Zvolime-li u(x,t) =t a pouZijeme-li (2.19), ziskame

M 1
2.20 =,
(2.20) S_X_:M as =

z ¢ehoz plyne (2.18). Poznamenejme, Ze vSechna schémata, s nimiz se setkame, podminku
(2.20) splriugt.

Pro libovolnou sitovou funkci {U}'}jeznen, zavedeme oznacent

n
min

= inf U, Uppax = sup U, n € Np.
JEZ JEZ

Véta 2.2 (Diskrétni princip maxima) Nechf {U? }jez je pro kazdé n € Ny omezené a
spliiuge vztah (2.2) s koeficienty spliujicimi (2.17)-(2.19). Pak

n n+1 n
(2.21) <UMt <y

min max

VjeZ, neNy.

Pokud misto (2.2) je pouze

M M
(2.22) Y oaUpl< Y BUN, V€L, neN,
s=—M s=—M
plat?
(2.23) Ut <uUl, Vji€Z,nelN.
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Pokud

M M
(2.24) Y oa U= > BUN, V€L, neN,
s=—M s=—M
plati
(2.25) Unn <UMY VjeZ, neN.

Diikaz. Necht plati (2.22). Pak diky (2.17) je pro libovolné j € Z an € Ny

M M M M

U< Y (Ca) U+ 3 B URL <UD 3 (ma)+Unuw > B
M =M =M =M
Ss;AO 3 ss;ﬁO )

Oznacime-li A = Zi\ifM as, plyne z této nerovnosti diky (2.19)

OéoU%Jrl S (Odo —A) UnJrl +AUTL

a tedy i (2.23), jelikoz A > 0 podle (2.18). Je-li splnéno (2.24), pak —U}' spliuje (2.22),
a tudiz pro viechna j € Z a n € Ny je —U™" < supycy (=Uf) = —Uly,, ti. plati (2.25).
Plati-li (2.2), plati dle pfedchoziho (2.23) a (2.25), a tudiz i (2.21). O

Bude-li koeficient ag v definici operdtoru L nenulovy, pak nelze predpokladat podmin-
ku (2.19). Pfi ap > 0 vsak dostaneme (srv. pozn. 2.3),

M M
(2.26) Yo Y a
s=—M s=—M

coz je spolu s (2.17) a (2.18) postacujici pro dukaz slabsi varianty diskrétniho principu
maxima. Pro jeho formulaci zavedeme diskrétni analogii normy v prostoru L*°(R) vztahem

U]l = sup [U}].
JEZL
Véta 2.3 (Diskrétni princip maxima za slabsich predpokladi) Nechf {U?}jez je pro

kazdé n € Ny omezené a spliuje vztah (2.2) s koeficienty spliujicimi (2.17), (2.18) a
(2.26). Pak

(2.27) 10" e < 1U"loe V1€ No.
Pokud misto (2.2) je pouze
M M
(2.28) Y oa U <> BUY, V€L, neN,
s=—M s=—M
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plati

)" Vi€eZ, neNy,

max

n+1 n
(2.29) Urtt < (U,

kde (U..)" = max{0,U,. }. Pokud

max

M M
Y oaUpl= > pUrN, V€L, neN,
s=—M s=—M

pak pri oznacend (UL, )~ = min{0, U, } plati

min

min

(2.30) (Unw)” <UM VjieZ, neN,.

Diikaz. Analogickym zpusobem jako ve vété 2.2 lze ukdzat, ze plati (2.29) a (2.30). Z
toho pak plyne (2.27), vyuzijeme-li nerovnosti (U2, )" < ||U"||, a —(UL.,)~ < ||[U"

max min Hoo .

O

oo

Pro ilustraci uvazujme opét rovnici (1.4) s konstantnimi koeficienty b > 0 a a dis-
kretizovanou pomoci explicitniho schématu (1.6). K vysetfeni platnosti predpokladu pro
diskrétni princip maxima pouzijeme ekvivalentni tvar (1.9). Pak

v v

ap=1, 51=M—§, Bo=1-2p, 5—12,“‘1‘5-
Podminky (2.18) a (2.19) (a tedy i (2.26)) jsou tudiz vzdy splnéné, avsak podminky (2.17)
plat{ prave tehdy, kdyz 4 < 3 a |v| < 2p. Druhd nerovnost je ekvivalentni podmince
la|h < 2b, coz muze byt vazné omezeni, nebot jak jsme jiz zminili, v praxi je casto
b < |a|. Za uvedenych podminek je podle (2.27)

(2.31) 10| < |U° VneN,

oo [

coz znamend, ze schéma (1.6) je stabilni vzhledem k diskrétni L> normeé. Piislusna oblast
stability je

(2.32) A={(h,7) €eR" xR"; 270 < h? |a|h < 2b}.

Podminky na parametry h a 7, které jsme ziskali pro platnost stability (2.31) jsou silnéjsi
nez v pifpadé von Neumannovy analyzy, kde pro stabilitu v diskrétni L? normé stacila
podminka p < % Siln4 stabilita podle definice 2.2 byla ziskédna za podminky v? < 2 < 1,
kterd je pti [v| < 2p < 1 rovnéz splnéna.

Jak uz jsme zminili, diskrétni princip maxima je dulezity nejen pro stabilitu, ale téz
z toho duvodu, ze umoznuje odhadnout chybu aproximace pomoci odhadu chyby diskreti-
zace. Ukazme si to pro Cauchyovu tlohu (2.1) a obecné jednokrokové schéma (2.2), (2.3).
Rovnici (2.1) budeme uvazovat pouze na ¢asovém intervalu (0,7, kde 7" > 0 je dany
pevné zvoleny cas, tj. uvazujeme tulohu

(2.33) u+Lu=0 vRx(0,7], u(z,0) =u’(z) prox €R.
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Schéma (2.2) tedy uvazujeme pro n = 0,..., Ny — 1, kde Nr je dolni celd c¢ast cisla
T /7. Piredpokladame-li, ze schéma (2.2) je ve tvaru s diferencénimi kvocienty, pak chyba
diskretizace splnuje

M M
:Z asu?ﬂ—z Beuj, VjeZ, n=0,...,Np—1,
=M s=—M

kde opét uj = = u(zj,t,). Pro chybu aproximace e} = Uj' — uj proto dostavame

M M
(2.34) Z ase;‘isl— Z Bsej, s = —€; VjeZ,n=0,...,Np—1.
=—M s=—M

Pokud koeficienty schématu spliuji pro dané h a 7 podminky (2.17), (2.20) a (2.26) a
chyba aproximace je pro kazdé n € {0, ..., Ny} omezend, pak muzeme chybu aproximace
odhadnout podobnym zpusobem, jako v dikazech vét 2.2 a 2.3. Nejprve piepiSeme (2.34)
pro libovolné j € Z an € {0,..., Ny — 1} do tvaru

M
Ckoe}H'l: Z ( ;Lisl—k Z ﬁs ]—i-s ;L
s=—M
s#0
Diky (2.17) z toho plyne
M
aolle" M S e Ml D (—as) + el Z s + 11"l oo -
s=—M
s#£0

Pouzitim (2.26) a (2.20) odtud dostaneme
le" Moo < Nle"lloo + 7l ¥ =0,...,Np—1.

Pro n = 0 splauje priblizné feseni vztah (2.3), a tudiz chyba aproximace spliuje e(; =0
pro j € Z. Je proto ||’ =0, a tedy pro n =1, ..., Ny plat{

(2.35) el <7 X ™l <70 max e ST max le"
m=0,...,n—1 m=0 1

=Yy INT

Chybu diskretizace muzeme zpravidla vyjadiit pomoci derivaci u nasobenych mocni-
nami h a 7, viz napt. (1.11). Casovy krok 7 je pfitom obvykle omezen ndsobkem néjaké
mocniny prostorového kroku h, nebot platnost podminek (2.17) vyzaduje, aby dvojice
(h, T) nélezely do vhodné oblasti stability A, jako je napf. (2.32) pro schéma (1.6). Jsou-li
zminéné derivace ve vyjadieni chyby diskretizace v mnoziné R x [0, T] omezené, pak pro
chybu diskretizace ziskdme odhad typu ||e"||, < K h?, kde K je nezéavislé na (h,7) € A a
n€40,...,Nr—1} a p se nazyva fad presnosti schématu (2.2). Z (2.35) pak dostavame,
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ze existuje konstanta C' takova, ze pro libovolné (h, T) € A spliiuje ptiblizné feseni urcéené
schématem (2.2), (2.3) odhad

(2.36) Ur—ul|<Ch  Yj€Z, n=0,...,Np.

To je hledany odhad chyby aproximace, ktery ukazuje, Ze chyba ptiblizného feseni kon-
verguje stejnomérné (dokonce s fadem p) do nuly pro h — 0.

7 uvedeného odvozeni neni ziejmé, jak odhad chyby aproximace souvisi s diskrétnim
principem maxima. Ukazme si proto nyni formalni odvozeni vztahu (2.35), které platnost
diskrétniho principu maxima explicitné vyuziva. Nejprve definujme tzv. srovndvaci funkci
O =t,Dproje€Zan=0,...,Np,kde D =max,—o, . Ny 1 |e™]| o - Pouzitim (2.26) a
(2.20) ziskdme

M M
Y a =Y B, >D Vj€Z, n=0,... Np—1.
s=—M s=—M

S prihlédnutim k (2.34) zjistujeme, ze sitové funkce V" = e — @7 splnuje

M M
ooVl < Y BV, Vi€Z, n=0,... Np—1.
s=—M s=—M
Podobné sifova funkce Wi = —e} — @ spliluje
M M
S awrl < Y W, VjEZ, n=0,... Ny—1.
s=—M s=—M

Jelikoz predpokladame, ze koeficienty spliuji (2.17), (2.18) a (2.26), a predchozi dvé ne-
rovnosti odpovidaji nerovnosti (2.28), plati podle véty 2.3 nerovnost (2.29), tj.
' Vj€Z,n=0,...,Nr—1.

max max

n+1 n \+ n+1 n
Vi < (Vo) Ty WP < (W,
Prvni z téchto nerovnosti implikuje, ze pro libovolné j € Zan =0,..., Np —1

@;-H_l S tn+1 D + (Vn

max)+ < tnt1 D+ (”en”oo —tn D)+ .
Podobné druhé nerovnost implikuje, ze pro libovolné j € Zan =0,..., Np — 1

—G;H—l S tn+1 D + (Wn

2" <t D+ (el — ta D)*
Posledni dvé nerovnosti implikuji, ze
le" e < ta1 D+ (|l = ta D) ¥m=0,...,Np—1,

z ¢ehoz plyne, ze ||€"|| < t, D <T D pron=1,..., Ny, coz je nerovnost (2.35).
Je nutno zduraznit, ze odhad (2.36) byl ziskan za predpokladu existence a omezenosti
prislusnych derivaci pfesného feseni u v celé vypocetni oblasti. Tento predpoklad nemusi
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byt vzdy splnén, napt. u parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Uvedeny postup
je vSak i v téchto pripadech uzitecny pro lokalni analyzu.

7 vyse uvedeného by se mohlo zdat, ze pro ziskani ptibliznych feSeni aproximujicich
presné TeSeni s vysokou presnosti staci konstruovat schémata vysokého tadu piresnosti
spliiujici princip maxima. Bohuzel se ukazuje, Zze to obecné neni mozné, coz ilustruje i
nasledujici vysledek.

Lemma 2.1 UvaZujme dlohu (2.33) s Lu = au, a u’(z) = sin(rx), kde a > 0 je
konstanta. Tuto tlohu diskretizujme na stejnomérné siti s uzly (v;,t,), kde v; = jh,
tn =n7,j € Z an = 0,...,Np, Np je dolni celd édst ¢isla T/7. Predpoklddejme,
zZe pouZité numerické schéma pro 2at < h splnuje princip mazxima, tj. pribliznd resent
splnugt

(2.37) urtt <oy

max

Vji€eZ, n=0,...,Np—1.

Ddle predpoklidejyme, Ze za uvedené podminky stability plati pro chybu aproximace odhad
(2.36) s konstantou C' nezdvislou na h a 7. Pak pro 7ad konvergence p musi platit podminka
p<2.

Diikaz. Resenf tilohy (2.33) je déno vztahem
u(z,t) = sin (7 (x — at)) ,
viz nésledujici ¢ést (vztah (3.3)). Zvolme N € N a polozme h = 1/(2N), 7 = h/(2a). Pak

27—
u”:sin—( J n)wl

J 4N
Zvolme n € {0,..., Ny — 1} liché a ozna¢me J = N + (n — 1)/2. Pak

o TR e D ST T T AN T AN
N Rty L S CF Beb ) L 2\ Bl )
j=1,....2N 4 N j=1,...N 4 N 4N 7

Uvedené rovnosti plynou po tadé z toho, ze funkce sinus je periodickd s periodou 2,
zaporna na intervalu (7,2 7), sudd vzhledem k bodu § a rostouci na intervalu (0, 7). Diky
odhadu (2.36) plati tedy

U <uf +Ch? <ulj+Ch? VjeZ,
z ¢ehoz pomoci (2.37) plyne
Urtt <uj+Ch?  Vjel.
Opétovné pouziti odhadu (2.36) pak dava
(2.38) ChP > ut — Ul > ol oy — O

J+1 = Y41 T
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Pouzitim Taylorova vzorce dostavame

w oy = sin & —sin | mh L sin & mhY* > Tk’
— = s — — —_—— ] = = — -
Jrr R 2 2 2 2 2 4 ’

kde & € (5 — 5, 2). Dosazenim do (2.38) ziskdme 72 h? < 32C h?. Jelikoz tento vztah
plati pro h — 0, musi byt p < 2. U

3 Numerické reSeni transportni rovnice

V této casti se budeme zabyvat numerickym feSenim Cauchyovy tlohy pro transportni
rovnici v jedné prostorové dimenzi, tj. tilohy

(3.1) u + au, =0 v Rx R,
u(z,0) = u’(z) VzelR

pro neznamou funkci u = wu(x,t) zavisejici na prostorové proménné x € R a Casové
proménné ¢ € R Funkce u° je dand po¢dtecni podminka a koeficient a je rychlost ifent
veli¢iny u. Nas hlavni zajem bude patfit rovnici (3.1) s konstatnim koeficientem a, avsak
v nékterych piipadech budeme uvazovat téz rovnici (3.1) s nenulovou pravou stranou ¢i
s nekonstatnim koeficientem a.

Je zndmo, ze feseni rovnice (3.1) jsou konstantni podél chrakteristik, coz jsou kiivky
x = x(t) spliujici 2'(t) = a(x(t),t). Je-li funkce a lipschitzovska v x a spojitd v ¢, charak-
teristiky se neprotnou. Jejich sestrojenim tedy ziskdme Feseni dané vztahem wu(z(t),t) =
u®(x(0)). Je-li a konstantni, pak charakteristiky jsou uréeny rovnici x — at = konst. Jsou
to tedy rovnobé&zné primky v roviné (z, ) se smérnici 1/a. Z toho plyne, ze pro u® € C*(R)
a konstatni a ma tloha (3.1), (3.2) prave jedno klasické feSeni, které je dano vztahem

(3.3) u(z,t) =u'(z —at).

Vidime tedy, Ze feSeni u v ¢ase t je rovno pocateéni podmince u° posunuté o vzdalenost
lalt (doprava pro a > 0, doleva pro a < 0). Parametr a se nazyva rychlost $iteni podél
charakteristik. Resen{ u lze tak povazovat za vlnu &ffici se rychlost! a beze zmény tvaru.
Proto se rovnice (3.1) také nazyva jednosmérnd vinovd rovnice.

Samoziejmé vyvstava otdzka, pro¢ se zabyvat numerickym fesenim tlohy (3.1), (3.2),
kdyz je jeji feSeni zndmo. Duvodem je to, ze u komplikovanéjsich tloh, v nichz hraji
dulezitou roli transportni mechanismy, jiz feSeni zpravidla nejsme schopni v analytickém
tvaru ziskat a musime ho aproximovat pomoci numerickych metod. Pfitom navrzeni
vhodné metody neni vubec trivialni a fada potizi, s nimiz se setkdvame, se vyskytuje
jiz pii numerickém Feseni rovnice (3.1). Abychom piislusné jevy lépe pochopili, je ro-
zumné je studovat na co nejjednodussi tloze, a proto uvazujeme rovnici (3.1). U metod,
které se ukazi jako nevhodné pro feseni rovnice (3.1), nelze samoziejmé ocekédvat, ze by

v~/
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3.1 Priklady numerickych schémat

Opét budeme uvazovat rovnomérnou sit s konstantnim prostorovym krokem h a kon-
stantnim casovym krokem 7 a definujeme uzly sité (z;,t,), kde x; = jh, t, =n7, j € Z
an € Ny. Reseni v Cauchyovy tlohy (3.1), (3.2) opét aproximujeme v uzlech (x;,t,) hod-
notami UZ'. Rovnici (3.1) aproximujeme v libovolném uzlu (z;,t,) diferencénim schématem
z1skanym nahrazenim parcialnich derivaci diferenénimi kvocienty. Takto lze ziskat mnoho
rozlicnych numerickych schémat, z nichz nékolik nyni uvedeme. Pro jejich ptehlednéjsi
zapis budeme uzivat parametr v = a7/h, ktery jsme zavedli jiz v ¢asti 1.2.
Pro numerické feseni rovnice (3.1) lze uvazovat napiiklad schémata:

n+1 n n
Upt - Uy Ui = U

(3.4) . - =0, tj. Ut =1+v)Up —vU},y,
yrtt —yn ur—ur
J -1 : n+1 __ n n
(3.5) : - +a—2 ; —=0, t. UM =vU,+(1-v)U},
yrtt —yn - Ur, v v
J J J+1 . n+l _ n n n
(3.6) T ta 2h =0, b)- Uj —§Uj—1+Uj T g Vit
Un+1 . Unfl ) Un ‘ B
(3.7) - o I +a i o =0, ot UM =Url+wUr, —vUL,
Urtt — 3 (U, + UMy ur, —ur
3.8 J 2\ g+ R S t3.
Uj+1:§(1+V)Uj—1+§(1—V) 1 -

Schéma (3.7) je znamo pod oznacenim leapfrog scheme a je piikladem dvoukrokového
schématu, nebot k urceni hodnot U ]’f‘“ nestaci znat hodnoty U, ale potrebujeme téz hod-
noty U ]71_1. Priblizné feseni tedy zavisi nejen na poc¢atecni podmince, ale téz na hodnotach
v ¢ase t;. Tyto hodnoty bud musime pfedepsat, a nebo musime stanovit postup, jak je
urcit. Obvykle se pro urceni hodnot Uj1 pouzije néjaké jednokrokové schéma. Metody,
které zahrnuji vice nez dvé casové hladiny, se souhrnné nazyvaji vicekrokova schémata.
Je ziejmé, ze kromé schématu (3.7) jsou vSechna vyse uvedend schémata jednokrokova.
Poznamenejme téz, ze vSechna uvedena schémata jsou explicitni.

Schéma (3.8) se nazyva Laxovo-Friedrichsovo schéma. Vsimnéme si, ze

Ut =3 (U +Ufy) U =Up w2 URy - 207 + U
T N T 27 h?

Jelikoz diferencni kvocient (U}, — 22U} + Uf )/ h? reprezentuje aproximaci ., (z;,t,),
lze tedy specidlni aproximaci casové derivace pouzitou v (3.8) interpretovat jako priddni
umélé difize o velikosti h?/(27) ke schématu (3.6). Laxovo-Friedrichsovo schéma tedy
odpovida diskretizaci rovnice

h2
U — — Upy + AUy =0
2T

s pouzitim dopredné diference pro casovou derivaci a centralnich diferenci pro prostorové
derivace.
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Cviceni 3.1 Uvazugme rovnici us+u, = 0 v oblasti (—2,3) xR™ s poédtecni podminkou u°
zndzornénou v obr. 1. Definugme ekvidistantni prostorové uzly —2 = xqg < x1 < --- < Ty =
3 s prostorovgm krokem h = 5/J. Ddle uwvazujme konstatni ¢asovy krok T > 0 a casové
hladiny t, = n71, n € Ny. V case ty je priblizné reseni urceno pocatecni podminkou.
Na ndsledugicich ¢asovyjch hladindch pak muzZeme hodnoty priblizného reseni ve vnitinich
uzlech urcit pomoci libovolného z vyse wvedenych schémat, pricemz polozime Uy = 0 a
Up =Uy_, pron € N (pron = 1 vsak nelze pouzit schéma (3.7)). Naprogramugjte vyse
wvedend schémata a provedte vijpocty pro J = 50 a 7 = 0.08. U Lazova-Friedrichsova
schématu otestugte, jaky viiv md zmenseni h na polovinu pri nezméneném T, zmenseni T
na polovinu pri nezmenéném h a soucasné zmenseni h i T na polovinu, popr. na ctvrtinu.

-2 0 3
Obrazek 1: Pocateéni podminka u° pouzitd ve cviceni 3.1.

Provedeme-li vypocty popsané ve cviceni 3.1, zjistime, ze v ptibliznych feSenich sché-
mat (3.4) a (3.6) se jiz po nékolika malo ¢asovych krocich objevi velké oscilace a dostaneme
zcela nepouzitelné vysledky. Na druhou stranu zbyvajici tfi schémata vedou pii J = 50
a 7 = 0.08 k prijatelnym aproximacim feseni uvazované ulohy. Zménime-li vsak J ¢i 7,
objevi se v nékterych pripadech nestabilni chovani i u téchto schémat. Nasim cilem nyni
bude vysvétlit, pro¢ k uvedenym jevum dochdzi.

xX—at=const.
tn

In—1

th—

to f
Xj—n Q xj—l Xj

Obréazek 2: Oblast zdvislosti PDR a schématu (3.5).

Zvolme bod P € R x RT a uvazujme schéma (3.5) a takovou sit, Ze bod P je jeji
uzel. Necht napf. P = (z;,t,). Pak hodnota U je uréena hodnotami U'5" a U™
Podobné tyto dvé hodnoty jsou uré¢eny hodnotami U ]7‘__22, U ;:2 a U ;7_2, viz obr. 2. Z to-
ho plyne, ze hodnota Uj' zdvisi pouze na hodnotéch pocatetni podminky u® v bodech
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Tj_p, Lj—pii,- -, Tj—1, ;. Pokud bychom uvazovali v rovnici (3.1) nenulovou pravou stra-
nu f, zdvisela by hodnota U}' téz na hodnotéch f v uzlech sité lezicich v trojuhelniku
s vrcholy (z;,t,), (-, 0) a (x;,0). Tento trojihelnik se nazyva oblast zdvislosti schématu
v uzlu (zj,t,).

Pro fesen{ u tilohy (3.1), (3.2) plyne ze vztahu (3.3), ze u(P) = u°(Q), kde Q je prusecik
primky ¢ = 0 a charakteristiky x —at = const. prochazejici bodem P, viz obr. 2. V ptipadé
rovnice (3.1) s nenulovou pravou stranou f zavisi hodnota u(P) téz na hodnotéch funkce
f v bodech usecky PQ. Usecka PQ) je oblasti zdvislosti uvazované parcialni diferencidlni
rovnice v bodé P. Nyni muzeme zformulovat nasledujici podminku.

Véta 3.1 (CFL podminka; Courant, Friedrichs, Lewy (1928)) Nutnd podminka konver-
gence diferencniho schématu je, aby oblast zdvislosti parcidlni diferencidlni rovnice leZela
uvnitt oblasti zdvislosti diferenéniho schématu.

Pro schéma (3.5) je CFL podminka splnéna, lezi-li bod @ na pifmce ¢ = 0 mezi
body z;_, a ;. To je pravé tehdy, kdyz a > 0 a a7 < h. Uvazujme posloupnost siti s
7/h = const. a h — 0 a necht P je uzlem vsech téchto siti. Pak oblast zdvislosti schématu
(3.5) v uzlu P je pro vsechny tyto sité stejnd. Pokud a < 0 nebo a7 > h, pak pro
vsSechny tyto sité hodnota ptiblizného feseni U v uzlu P nezavisi na hodnotach pocatecni
podminky u° v pevné daném okoli bodu @ (neménném pii h — 0). Pfiblizn fesen{ v uzlu
P tudiz obecné nemohou konvergovat k hodnoté u(P). Z uvedeného je ziejmé, ze plati
téz nasledujici véta.

Veéta 3.2 Nutnou podminkou konvergence explicitniho schématu typu an+1 =aUl, +
BUF +~ U}y, pro rovnici (3.1) pri 7/h = const. je, aby platilo |a7/h| < 1.

Nerovnost |a7/h| <1 z véty 3.2 se také casto nazyva CFL podminka.

Vsimnéme si, ze pro schéma tvaru uvazovaného ve vété 3.2 se informace béhem jednoho
casové kroku rozsiii o prostorovy krok A. Numericka rychlost siteni informace je tudiz
h/7. Uvedend nerovnost tedy tika, ze numericka rychlost $ifeni musi byt vétsi nebo rovna
rychlosti $iteni odpovidajici uvazované parcialni diferencidlni rovnici. Pokud diferenéni
schéma nemtuze sitit Tfeseni alespon tak rychle, jako se §ifi feseni parcidlni diferencialni
rovnice, nemuze feSeni schématu konvergovat k reseni parcidlni diferencidlni rovnice.

Na CFL podminku se lze divat téz jako na nutnou podminku stability diferencniho
schématu. Obecné neni pro stabilitu postacujici, ale jeji velkou prednosti je jeji jednodu-
chost. Umoznuje tak vytadit fadu diferen¢nich schémat s nepatrnou namahou vénovanou
jejich vysettovani. Teprve schémata, ktera splnuji CFL podminku je vhodné vysetfovat
podrobnéji pouzitim kritérii, ktera jsou pro jejich stabilitu postacujici.

Vratime-li se ke schémattm (3.4)—(3.8), pak vidime, ze ve vSech piipadech je nutno spl-
nit podminku |a7/h| < 1. To vysvétluje, pro¢ schéma (3.8) vede pro lohu ze cviceni 3.1
pii h = 0.05 a 7 = 0.08 k oscilacim. Je téz ziejmé, ze schéma (3.4) nelze pro tlohu
ze cviceni 3.1 pouzit, nebot oblast zdvislosti parcialni diferencidlni rovnice nelezi v ob-
lasti zdvislosti schématu. Oscilace lze pozorovat téz v piipadé schématu (3.6) pii splnéni
CFL podminky. VySetfeme proto stabilitu tohoto schématu pomoci Fourierovy metody
(tj. provedme von Neumannovu analyzu stability).
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Rigorézni postup urceni amplifika¢niho faktoru schématu (3.6) spociva ve vyjadreni
priblizného feseni pomoci jeho Fourierovy transformace a vyuziti ortonormality funkeci
{e'¢7"} ez Videli jsme vsak, ze formalné lze amplifikacni faktor jednokrokového schématu
ziskat nahrazenfm piiblizného feseni sitovou funkef A\(£)" el¢7%. Dosazenim této funkce za
U} ve schématu (3.6) ziskame

v

AE) =1+ 3 (7" —€'t") =1 —ivsin(lh).

Pro libovolnou sit a kazdé &, pro které sin(€h) # 0, je tedy |[A(&)] > 1. Pro kazdy
proces zjemnovani, pii némz je v pevné, je proto schéma nestabilni. Vidime tedy, ze CFL
podminka skuteéné neni pro stabilitu postacujici.

Jak jsme videéli, pii a > 0 lze k FeSeni rovnice (3.1) pouzit schéma (3.5). Bude-li
a < 0, nelze toto schéma pouzit, nebot neni splnéna CFL podminka, avSak muZzeme
pouzit schéma (3.4). To nés vede ke schématu

(3.9) U”“—{ (1+V)U}l—VU}‘+1, je-li a<O0,
) fanls

vUr +(1=v)UP, jeli a>0.

Je-li a nekonstantni, pak a v (3.9) znac¢i hodnotu a(z;,t,). Vsimnéme si, ze pii a > 0 se
informace $iti ve sméru kladné poloosy z (tj. zleva doprava) a k diskretizaci v prostorovém
bodé z; je vyuzita informace v bodé x; a vlevo od n¢j. Na druhou stranu pii a < 0 se
informace $if{ ve sméru zdporné poloosy = (tj. zprava doleva) a k diskretizaci v bodé z;
je pouzita informace v bodé x; a vpravo od néj. Jedna se o tzv. diskretizaci typu upwind,
kdy k diskretizaci v daném bodé vyuzivame informaci, kterd lezi proti smeéru sireni (tj.
ktera do daného bodu pfichdzi).

Je-li |a7/h| < 1, spliiuje schéma (3.9) CFL podminku. Provedme téZ von Neumannovu
analyzu stability (pfi konstantnim a). Dosazenim U} := A(§)" €'¢/" do schématu (3.9)
dostaneme pii a < 0

ME =(1+v)—ve® =14+v—vcos(€h) —iv sin(¢h)
apria>0
M) =ve ™" (1—v)=1—v+rvcos(Eh) —ivsin(Eh).
Tyto dva vztahy lze pro obé znaménka koeficientu a psat ve tvaru
(3.10) AE) =1—|v|+|v|cos(€h) —ivsin(Eh),
z ¢ehoz plyne, ze
(3.11) MO =1~ 4] (1~ ] sin® &

Zjistujeme tedy, ze |A(§)| < 1 pro vSechna £ € R pravé tehdy, kdyz |v| < 1. V tomto
piipadé tedy dava CFL podminka spravné meze stability.
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X—at=const.

In+1

n A/Q B

Obrazek 3: Odvozeni schématu (3.9) pomoci charakteristik.

Vsimnéme si, ze schéma (3.9) lze prepsat do tvaru

n+1 n n n n n n
Uj+ —U] B |(J,|h J+1 _QUJ +Uj—1 ta 41 _Uj—l -0
- 9 h2 2h '

Podobné jako Laxovo-Friedrichsovo schéma muzeme tedy i schéma (3.9) interpretovat
jako priddni umeélé difize ke schématu (3.6). V tomto piipadé mé uméld diftize velikost
la|h/2. Jelikoz |a|h/2 = |v| h?/(2T), je pFi |v| < 1 uméld diftze priddvand schématem (3.9)
vzdy mensi nez uméld difize odpovidajici Laxovu-Friedrichsovu schématu. Pii |v| = 1
jsou obé schémata stejnd a ddvaji pfesné reSeni, nebot uzly sité lez na charakteristikdch.

Ukazme si jesté jiny zpusob odvozeni schématu (3.9). Pro jednoduchost uvazujme
piipad a > 0 a necht a7 < h. Pfedpoklddejme, Ze zndme hodnoty Uy, Up piiblizného
feSeni v uzlech A, B a chceme uré¢it hodnotu Up ptiblizného teseni v uzlu P, viz obr. 3.
Charakteristika prochdzejici uzlem P protind sitovou pifmku ¢t = ¢,, v bodé Q lezicim mezi
body A a B. Reseni u rovnice (3.1) spliuje u(P) = u(Q) a je tedy pfirozené definovat
hodnotu Up jako aproximaci u v bodé @) ziskanou pomoci hodnot Uy a Ug. Pouzijeme-li
linearni interpolaci, dostaneme vztah

| BQ| |AQ)|

Up=—"7Z"U —Up.
"= aB) AT aB) P

To je presné schéma (3.5), tj. schéma (3.9) pro a > 0, nebot |AB|=h, |BQ|=aT=vh
2 1AQ| = |AB| - [BQ| = (1 - v)h.

Poznamenejme nakonec, ze pti splnéni podminky |v| < 1 schéma (3.9) spliuje podmin-
ky (2.17), (2.18) a (2.19), a plati tedy pro néj diskrétni princip maxima formulovany ve
vété 2.2. To znamend, ze priblizné feseni zustane omezeno minimem a maximem pocatecni
podminky a neobjevi se v ném narustajici oscilace pozorované u nékterych metod ve
cvicent 3.1. Diskrétni princip maxima spliiuje za podminky |v| < 1 téz Laxovo—Friedrichso-
vo schéma (3.8).

3.2 Fazova rychlost a disperze

Uvazujme ulohu (3.1), (3.2) s a = const. Definujme Fourierovu transformaci feseni u
vztahem

e t) = \/% /_OO W@ e € dr, R,
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Pak
U +iau=0 v RxRT,  4E0)=u"¢) VEER,

kde . -
ﬂo(f)zﬁ/ ul(z)e ¢ du, ¢ eR.
Je tedy _
(g, t) =a’(g) e
a plati
u(x,t) \/_ / a(é,t) et de = o / a°(€) et de = %z — at).
7 uvedeného plyne, ze
(3.12) U t+T) =a(g e,

Béhem jednoho ¢asového kroku se tedy fédze Fourierovy transformace feseni ulohy (3.1),
(3.2) zméni o —£a7. Vsimnéme si téz, ze pro libovolné & € R je |u(&,t)| = [a°(€)],
tj. velikost amplitudy libovolného Fourierova clenu je v case konstatni.

V diskrétnim pripadé je

U

- )el¢itq kde  U"(€ hUP e i¢In,
! \/277 /W/h 3 Z

]7—00

Vsimnéme si, ze interval [—7/h, 7/h| obsahuje viechny frekvence, které lze na siti s krokem
h reprezentovat, nebot pro libovolné &k € Z je

. 27 . . . . PR
el(f“er)]h _ elf]hedﬁk] _ elf‘]h.

Pro libovolné jednokrokové diferenéni schéma platf U ntlg) = \(€) U "(&). Vzhledem ke
vztahu (3.12) je tedy zddouci, aby A(€) byla dobrd aproximace e ¢¢". Abychom tato dvé
¢isla mohli lépe porovnat, zapiseme amplifikacni faktor ve tvaru A(€) = |A(€)|e 1 ¢E)T,
Hodnota |A(£)| vyjadiuje pokles amplitudy slozky ptiblizného feseni o frekvenci & béhem
jednoho casového kroku. Jelikoz, jak jsme vidéli, pro presné feSeni libovolny Fourieruv
¢len neni tlumeny, pozadujeme, aby |A(§)| bylo blizké hodnoté 1. Velicina a(€) se nazyva
fazovd rychlost. Je to rychlost, kterou diferenéni schéma siii viny o frekvenci €. Pokud by
bylo a(§) = a pro vsechna &, pak by se vlny §ifily spravnou rychlosti, avsak s tim se obecné
nesetkdme u zadného z diferencnich schémat. Rychlost «(&) je pouze aproximaci a a je
obecné ruznd pro ruzné hodnoty &, coz se projevuje deformaci tvaru reseni diferen¢niho
schématu. Jev, kdy se vlny o ruznych frekvencich pohybuji riznymi rychlostmi, se nazyva
disperze. Rozdil a — «(&) se nazyva fazovd chyba.
Fazovou rychlost muzeme urcit ze vztahu

Im A(¢)
Re \(€) )

tan(§ a(§) 7) = —
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Je-li |A(&)] = 1, plati sin(€ a(§)7) = —Im A(§). Fézovou chybu je vhodné vysetiovat
zejména pro malé hodnoty |£ h|, nebot viny s takovymito frekvencemi lze na siti s krokem
h dobfe aproximovat. Pritom muzeme vyuzit nasledujici vztahy pro poé¢itani s malymi
cisly:

! =1-2+0(z%), sinz=ux 1—x—2+0(x4) cosx—1—$—2+0(x4)
l+z ’ N 6 ’ 2 ’
22 2
tanz = (1 + 3 —|—O(x4)) : tan "ty =y (1 -3 +O(y4)> :

Piiklad 3.1 Vysetreme fizovou chybu pro schéma (3.9).
Reseni: Podle (3.10) a vyse uvedenych vztahi je
§h
v sin(§ h) B vEh ( -+ o((¢hy! ))
1—[v] + |v|cos(¢h) 1— |v| €22 L O((€ h)Y)
1
—ven|i- (-5 >+0«amﬂ,

tan(€ (&) 7) =

z ¢ehoz plyne (je véEh =Ear)

a© = 1= (5= ) €n2+oren] (1- % nr +oten)

—a L G L= (1= 2 (€02 + Ol k)|

Vidime, 7e fazova chyba je fadu (£ h)? a znaménko z4visi na v. Pro |v| € (

£, 1) dochdzi k
predbihdni a pro |v] € (0, 3) ke zpozdovani faze. Pro |v| = 5 dostaneme z (3.10)

E) = % 1+ cos(€h) — 12 sin(¢ h)] = % 1+ cos(2vEh) — i sin(2u & b))

— % [1 + cos?(vER) —sin®(vER) —i2 sin(v € h) cos(ufh)}
= cos(v&h) [cos(vEh) —isin(vEh)] = cos (%) emigar

a tudiz chyba faze je nulova. Pro |v| = 1 vime, Ze schéma dava presné feseni, coz plyne i
z toho, ze podle (3.10) je

AE) = cos(Eh) —iv sin(€h) = cos(vER) —isin(vEh) = e 1497,

Ukazme si to napf. pro v = 1. Pak ﬁ"({') = &))" ﬁo(ﬁ') = e itnh ﬁo(f), a tudiz

Un =
Y /ﬁ/h

=u'(r; —at,) = u(z;,t,).

€Uk qe — UO = u’(vj_n) = u’(z; —nh)
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Ze vztahu (3.11) vidime, ze kromé piipadu |v| = 1 dochdzi u upwind schématu (3.9)
vzdy k chybé v amplitudé fadu (€ h)? v jednom ¢asovém kroku, coz vede ke globaln{ chybé
fadu £ h (na daném casovém intervalu [0, 7). Pro vétsinu problému je takovéto tlumeni
neprijatelné.

V pripadé Laxova—Friedrichsova schématu (3.8) je

M) = cos(Eh) —ivsin(Eh), MO =1—(1—1v%) sin®(€h).

Schéma je tedy stabilni pro |v| < 1, tj. opét pro ty hodnoty v, pro néz je splnéna CFL
podminka. Tlumeni je stejného fadu jako u schématu (3.9), avsak pokles amplitudy je
vice nez dvojnésobny (v jednom ¢asovém kroku zhruba (1 + |v|)(1 — |v|)(£ h)? namisto
lv|(1 — |v])(€ h)? u schématu (3.9)). Analogicky jako vyse dostaneme

a(€) = a [1+3 (1= ) (€2 + O]

Kromeé piipadu |v| = 1, kdy Laxovo-Friedrichsovo schéma je totozné se schématem (3.9)
a dava tedy presné feSeni, dochazi podle uvedeného vztahu vzdy k predbihani faze.

3.3 Numerické okrajové podminky

Dosud se nase teoretické ivahy tykaly pouze numerického feseni Cauchyovych iloh. V pra-
xi ovSem obvykle fesime parcialni diferencidlni rovnice na omezenych prostorovych oblas-
tech. Na jejich hranicich (¢ jejich ¢dstech) pak obvykle predepisujeme okrajové podminky.
Muze se vsak stat, ze pouzité numerické schéma vyzaduje okrajovou podminku na c¢asti
hranice, kde parcialni diferencidlni rovnice zddnou okrajovou podminku nevyzaduje. V ta-
kovém ptipadé je nutno predepsat tzv. numerickou okrajovou podminku.

Uvazujme rovnici (3.1) na omezeném prostorovém intervalu (A, B). Je-li a > 0 kon-
statni, pak charakteristiky vychézejici z bodu lezicich na tseéce (A, B) x {0} protinaji
polopifmku { B} x R*, avsak nikoliv polopifmku {A} x R*. Na polopiimce {A} x RT je
proto nutno predepsat okrajovou podminku, zatimco na polopiimce { B} x R je feSeni u
urceno pocatecni podminkou a okrajovou podminkou na {A} x R*. Je-li a < 0 konstatni,
pak je situace opacnd: okrajovou podminku je tieba predepsat na polopiimce { B} x R,
zatimco na polopifmece {A} x RT je fesen{ u urceno pocateéni podminkou a okrajovou
podminkou na {B} x R*. Pokud a neni konstantni, muze napi. kazdy bod poloptimek
{A} x R™ a {B} x RT lezet na néjaké charakteristice vychazejici z bodu na (A, B) x {0},
a tudiz zadnou okrajovou podminku nelze predepsat. Nebo naopak zadna charakteristika
zminéné polopiimky neprotina a pak na obou polopiimkéch je potteba predepsat okrajové
podminky.

Vypocetni oblast [A4, B] x Rf pokryjme rovnomérnou siti s prostorovym krokem h a
¢asovym krokem 7. Predpokladdme, ze h = |B — A|/J, kde J € N. Pak sit obsahuje uzly
(j,ty), kdex; = A4+jh,t, =n71,j=0,...,J,n € Ny. Vuzlech (z;,t,)sj=1,...,J—1
a n € Ny uvazujme Laxovo—Friedrichsovo schéma (3.8). Toto schéma vyzaduje hodnoty
Uy a UY, bez ohledu na to, zda rovnice (3.1) umoznuje tyto hodnoty ptredepsat. Je-
li napf. @ > 0 konstatni, pak, jak jsme jiz uvedli, rovnice (3.1) neumoznuje piedepsat
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okrajovou podminku podél polopiimky {B} x R, a je tedy nutno pfedepsat numeric-
kou okrajovou podminku v uzlech (z,t,). Piiklady numerickych okrajovych podminek
v uzlech (x;,t,) jsou nasledujici vztahy:

(3.13) Uy =Uj,
(3.14) Uy =2U;,-Uj,,
(3.15) Uy =Uj7
(3.16) Uy =207 -U3.

Vztahy (3.13) a (3.14) jsou jednoduché extrapolace ptiblizného feseni z vnitinich uzlia
na hranici. Vztahy (3.15) a (3.16) se nékdy nazyvaji kvazicharakteristické extrapolace,
nebot vyuzivaji hodnot piiblizného feSeni v uzlech leZicich na piimkach prochdzejicich
uzly (xj_1,t,—1) a (x;,t,), jejichz smér piiblizné odpovida sméru charakteristik.

Alternativou k vyse uvedenému postupu je zavést fiktivni uzly (z_1,t,) a (z541,t,),
do nichz extrapolujeme ptiblizné feseni z puvodnich uzli sité, a ve vSech puvodnich uzlech
sité (tj. 1 hrani¢nich) pouzit schéma (3.8). Pouzijeme-li k extrapolaci vztah (3.14), pak
ziskdme

U?Jrl - % (U?-s-l + Uf}—l) +a U§L+1 - U(?—l
T 2h

=0, Ui =207 -Uj_,

z ¢ehoz plyne
Ut -y Up=Usy
T h

Vidime tedy, ze extrapolace do fiktivnich uzlu je v tomto pripadé ekvivalentni aproximaci
diferencialni rovnice v hrani¢nich uzlech pomoci jednostrannych diferenci, coz je dalsi typ
numerické okrajové podminky. Casto je vsak jednodussi pouzit néktery z extrapolaénich
vztahtu (3.13)—(3.16) nez zavadeét fiktivni uzly nebo jednostranné diference.

Je dulezité zduraznit, ze nékteré numerické okrajové podminky mohou pro dané sché-
ma zpusobit nestabilni chovéni, které se projevi narustajicimi oscilacemi v priblizném
feSeni. Pritom numerickd okrajova podminka, kterou lze pouzit s danym numerickym
schématem, muze byt s jinym schématem nestabilni a naopak. Pro kazdou zvolenou kom-
binaci schématu a numerické okrajové podminky je proto potieba stabilitu vySetrovat
zv14st.

3.4 Laxovo—Wendroffovo schéma

Z jednokrokovych schémat, kterd jsme dosud analyzovali, jsou pro feseni rovnice (3.1)
pouzitelnd (pfi libovolném znaménku a) pouze schémata (3.8) a (3.9). Obé tato schémata
jsou pouze prvniho fddu pfesnosti (v piipadé schématu (3.8) za podminky h = O(7)).
Nasim cilem je nyni odvodit schéma druhého tadu presnosti v prostoru i v ¢ase. Pro
jednoduchost budeme opét uvazovat konstantni rychlost a. Bude vsak poucéné schéma
odvodit pro nenulovou pravou stranu f = f(x,t). Resfme tedy rovnici

(3.17) u +au, = f v R xR
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s po¢éatecni podminkou (3.2).
Piedpoklddejme, ze u € C*(R x RJ). Pak pro (z,t) € R x R je

(3.18) w(z, t+ 1) = u(z, t) + w(z, t) 7+ % uy (z,1) 72 + O(7%) .

Derivace u; a uy ziskdme z rovnice (3.17). V pripadé u; je to trividlni. Abychom ziskali uy,
zderivujeme rovnici (3.17) podle t. Tim vznikne ¢len u,, ktery ziskdme z rovnice (3.17)
zderivovanim podle z. Mame tedy

Uy = fr — AUyt = fr —  (fo — QUgs) = O* Ugy — @ fo + fr .

Dosazenim do (3.18) obdrzime

2.2 2 2

7 a7 fot S fi4 O,

u(x,t+T)zu—aTuijTf—l—Tum—T

kde ¢leny na pravé strané jsou uvazovany v bodé (z,t). Jelikoz

AT 9 62u
h + O<h ) ) Uge = 2

(h*),

Uy =

dostavame
2

A+tu:—VAOxu—i—O(ThZ)—I—%(5iu+%[f+f(az,t+7)]—C;—hAOIf—i—O( 3.

To nas vede ke schématu

n+1 n n n . .
(319) j+ _UJ +a j+1_Uj—1 CLTU+1—2U —|—U

T 2h 2 h?
:§(f+1+f) E(jﬂ—j—l)v

které muzeme téz zapsat ve tvaru

v 2

n n TL l/ n n
+§(fj+1+fj)——4 (ffr = i)

Z odvozeni je zrejmé, ze chyba diskretizace spliiuje e,, = O(h? + 72), tj. skutecné
jsme ziskali schéma druhého radu presnosti v prostoru i v case. Pro f = 0 je Laxovo—
Wendroffovo schéma ekvivalentni pridani umélé difize o velikosti %GQT k nestabilnimu
schématu (3.6). V tomto piipadé muzeme Laxovo—Wendroffovo schéma odvodit téz po-
moci charakteristik, podobné jako schéma (3.9), viz obr. 3. Pfiddme-li v obr. 3 na piimce
t = t, uzel C tak, ze B je stred tsecky AC, a definujeme-li v bodé () aproximaci u
pomoci kvadratické interpolace hodnot priblizného feSeni v uzlech A, B a C, ziskdme
Laxovo—Wendroffovo schéma.
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Von Neumannovu analyzu provadime pro f = 0. Ziskame

MO =120 s S —ivsin(eh),  MOP=1- 420 st S

a schéma je tedy stabilni pro |v| < 1, pficemz cely tento interval je povolen CFL podmin-
kou. Fazova rychlost splinuje

al§) = a |1 - = (1 =12 () +O((Eh))

a pri |v| < 1 tedy dochdzi vzdy ke zpozdovéni faze (pro malé |(h]). Pro |v| = 1 je
A(€) = e71897 a schéma tudiz déva presné feseni. Fazovéa chyba je stejného fddu jako
u schémat (3.8) a (3.9), avsak tlumeni je podstatné mensi (v jednom c¢asovém kroku je
chyba v amplitudé fadu (£ h)* misto (£ h)?). Pro nejvyssi frekvenci na siti (¢ = 7/h) je
A/h) =1-2v% atedy a(r/h) = 0, coz znamen4, Ze tato rychle oscilujici slozka fesen se
nepohybuje pry¢. Pii |v| < 1 je vak tato slozka feSeni tlumena: napt. poc¢ateéni podmince
U = (—1)7 odpovidd feseni U} = (1 — 2v%)"(—1)’. Nedostatkem Laxova-Wendroffova
schématu je, ze na rozdil od schémat (3.8) a (3.9) nespliuje diskrétni princip maxima.

Cviéeni 3.2 Provedte vijpocet ze cviceni 3.1 pro Laxovo—Wendroffovo schéma a srovnejte
vysledek s pribliznym resenim ziskangm pomoci Lazova—Friedrichsova schématu (3.8).

Cviceni 3.3 Uvazujme rovnici u; +u, = 0 v oblasti (—1,1) x RY s pocdteéni podminkou
u’(z) = sin(27 ). Definugme ekvidistantni prostorové uzly —1 =xg < 1 < --- < z;=1
s prostorovym krokem h = 2/J. Ddle definujme uzel x4 = 1 + h lezici mimo interval
[—1,1]. Zvolme J = 20 a uwvazujme konstatni casovy krok T = 0.09. V case t = 0 je
priblizné reseni urceno pocdtecni podminkou. Na ndasledujicich ¢asoviych hladindch t, =
nt, n € N pocitejte v uzlech x1,...,x; pribliznd teseni pomoci schémat (3.8), (3.9) a
(3.19). Pak polozte U} = U} a U}, = U'. Uvazujeme tedy periodické okrajové podminky.
U zminénych schémat porovnejte fazovou chybu a tlumeni a srovnejte viysledky provedenych
numerickych experimentu s teoretickymi visledky uvedenymi vyse.

3.5 Schéma Crankovo—Nicolsonové

Schéma Crankovo-Nicolsonové jsme v Gvodni ¢asti o metodé konecnych diferenci defino-
vali jako aritmeticky prumér explicitniho a implicitniho schématu. Nyni si ukdzeme jiny
zpusob, jak toto schéma odvodit. Nase motivace bude opét ziskat jednokrokové schéma
pro rovnici (3.17), které je druhého tddu v prostoru i v case.

Odvozeni bude zalozeno na tom, ze na diferenci u(z,t + 7) — u(x, t) muzeme pohlizet
jako na centralni diferenci vzhledem k casu ¢ + 7. Je tedy

u(w,t+71) —u(x,t)  Sulx,t+3)

= w(z, t+ )+ O(7%).
T T

Dale plati

u(z,t+7) + u(z,t)
2

u(z,t+7) —2u(z, t + ) +u(x, t
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Citatel zlomku na pravé strané predstavuje centralni diferenci druhého fédu vzhledem k ¢
v bodé (z,t + ) s krokem Z. Jelikoz 07 u = O(7?), dostévéme

w(z,t+7) + u(z,t)

=u(z,t+3)+ O(7?).
7 toho plyne, ze

ua(st+ ) = 5 a0+ 7) + (e, )] + O()

_ % u(z + h,t + T)Q—hu(x —h,t+71) N u(x + h, t)2—hu(33 —h,t) Lo +72).

To ukazuje, ze v bodé (x,t + %) muze byt vhodné rovnici (3.17) aproximovat schématem

n+1 o n n+1 _ n+1 n _ n n+1 n
- 9

T 4h 2

coz lze psat téz ve tvaru

14

n+1 n+1 v n+1 v n n v n T n-+1 n
4Uj—+1 + U+ S UM, =7Una+Ui - j+1+§(fj+ +£7)

4 4

Nyni jiz neni mozné hodnotu pftiblizného feseni v daném uzlu na nové casové vrstve
jednoduchym zpusobem vyjadrit pomoci hodnot ptiblizného reseni na predchazejici casové
vrstvé a jedna se tedy o implicitni schéma. Hodnoty priblizného feseni na nové ¢asové
vrstvé jsou navzajem svazany a ziskaji se vyfreSenim soustavy linedrnich rovnic. Jelikoz
hodnota ptiblizného feseni v daném uzlu na nové casové vrstve zavisi na vsech hodnotach
priblizného teseni z predchézejici casové vrstvy, nevede CFL podminka k zadné podmince
na parametr v.

Von Neumannova analyza (pro f = 0) dava amplifikacni faktor

_ 1-i¥sin(¢h)

2
~ 14i%sin(¢h)

AE)

Je tedy |A(§)] = 1 pro vSechna ¢ € R, a tudiz schéma je nepodminéné stabilni. Ne-
dochézi vsak k zadnému tlumeni, takze drobné poruchy v feseni zustavaji trvale pritomny.
Specidlné pro vlnu s nejvyssi frekvenci 7 /h opét plati, ze fazova rychlost je nulovd, avsak
na rozdil od Laxova—Wendroffova schématu se jeji amplituda v case neméni: pocatecni
podmince U} = (—1)’ odpovidd feseni U} = (—1)’. Stejné jako u Laxova-Wendroffova
schématu neplati ani pro schéma Crankovo—Nicolsonové diskrétni princip maxima.

3.6 Analyza leapfrog scheme

Néazvem leapfrog scheme je oznacovano dvoukrokové schéma (3.7). Je zfejmé, ze se jednd
o schéma druhého tadu presnosti v prostoru i v case, které nespliuje diskrétni princip
maxima. CFL podminka je splnéna, jestlize |v| < 1, coz budeme nadale predpoklddat.
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Zabyvejme se nyni stabilitou leapfrog scheme. Stejné jako v ptipadé jednokrokovych
schémat vyjadrime priblizné reseni U}' v integralnim tvaru pomoct jeho Fourierovy trans-

formace U "(&) a dosadime do schématu. Tim ziskdme vztah

w/h R - —~
[ s (@ +izv s 0O - Q) d =0 V€2 neN,
—7/h

z néhoz diky tomu, Ze funkce {e'®7"} ..z tvoif tiplny ortogonalni systém, plyne
(320)  U™™MNE) +i2vsin(€h) UME) — U (€)=0 VneN, ¢ €[—x/h,x/h].

Pro kazdé ¢ € [—n/h,m/h] tedy mame soustavu linedrnich diferen¢nich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty. Charakteristicka rovnice této soustavy diferencnich rovnic je

M 4i2vsin(Eh) A —1=0.

Jeji kotfeny jsou

A(§) = —ivsin(Eh) + \/1 — 2 sin*(¢ h)

a plati [AL(§)| = 1. Pokud A\, (&) = A_(§) =: A(€), pak obecné teseni soustavy diferencnich
rovnic (3.20) mé tvar

U"(€) = a(€) ME)" + BE) n A",

kde a(€) a B(€) jsou konstanty uréené hodnotami U°(€) a U'(€). Je-li B(€) # 0, bude
U (€) rist linedrné s n. Toto nestabilnf chovanf je tieba vylouéit. Jelikoz A, (€) = A_(€)
muze nastat pouze pii |v| = 1, budeme pozadovat, aby |v| < 1. Pak A, (§) # A_(§) a
obecné teseni soustavy diferencnich rovnic (3.20) je

~

(3.21) U™(&) = s (§) A (§)" +a_(§) A-(E)".

Snadno zjistime, ze schéma je v tomto piipadé stabilni. Nutnd a postacujici podminka
pro stabilitu leapfrog scheme tedy je |v| < 1.

Leapfrog scheme (3.7) nelze pouzit k urceni piiblizného feSeni na Casové vrstvé t
a schéma je tedy potieba inicializovat pomoci vhodného jednokrokového schématu. Lze
ukazat, ze k inicializaci vicekrokovych schémat 1ze pouzit libovolné jednokrokové schéma,
které je konzistentni s fesenou parcialni diferencidlni rovnici. Toto schéma muze byt i
nestabilni, nebot aplikaci schématu pouze v nékolika prvnich krocich dojde jen k ma-
lému rustu feseni (malému diky konzistenci) a tento rust nebude pfi pouziti stabilniho
vicekrokového schématu déle zesilovan. Jeli 7/h = const., pak inicializa¢ni schéma muze
mit o 1 nizsi fad presnosti nez vicekrokové schéma, pricemz celkova presnost bude od-
povidat vicekrokovému schématu.

Ze vztahu (3.21) plyne

01(6) = 0% (0" + 26 L
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kde v(&) = UNE) — U°(€) Ay (€). Pouzijeme-li k inicializaci schéma (3.6), je U(&) =
(1 —ivsin(§h)) U(). Pouzitim vztahu /1 —x =1 — 5z 4 O(2?) ziskdme

AL(€) = —iv sin(€) 15 50 sin?(Eh) + O((€h)")

a tudiz
16 = (11w sinleh) - () D°0) = 5 sleh) + 0l(m") ) 2°6).

Vidime, ze pro malé hodnoty |£ h| je v(£) malé, a schéma se tudiz chova jako jednokro-
kové schéma s amplifika¢nim faktorem A,. Pro vétsi hodnoty | h| velikost v(§) byt mala
nemusi. Cast fesenf pifslusnd A_ se nazjvé paraziticks slozka fegeni. Jelikoz A_(0) = —1,
tato slozka feseni v prubéhu casu rychle osciluje. Pozdéji ukazeme, ze se paraziticka slozka
feseni pohybuje Spatnym smérem (pro a > 0 se pohybuje zprava doleva).

Cviceni 3.4 Uvazujte ve cvicent 3.1 okrajovou podminku U} = 0, kterd neni konzistentni
s TeSenou rovnici, a provedte vijpocet pro leapfrog scheme. Méli byste pozorovat, Ze v dii-
sledku zminéné okrajové podminky vznikne v bodé x = 3 parazitickd slozka rTeSent, kterd je
silné oscilujici a pohybuje se zprava doleva. Okrajovd podminka v bodé x = —2 premént
parazitickou slozku na neparazitickou.

Parazitickd slozka TeSeni se objevi pii kazdém vypoctu s vicekrokovymi schématy. Ob-
vykle nezpusobuje podstatné potize, avsak v nékterych pripadech je ji potieba redukovat
nebo odstranit. VIiv parazitickych slozek lze redukovat pomoci disipace.

Definice 3.1 Schéma je disipationi radu 2r, jestlize amplifikacni faktory spliugi podmin-

]ﬁ’LL 2r
|Aj<§>|s1—o(sin%) VEER,

kde C' je kladnd konstanta nezdvisld na h a T.

Pro leapfrog scheme a schéma Crankovo—Nicolsonové je velikost amplifika¢nich faktoru
rovna 1 pro viechny frekvence. Rikdme, 7ze tato schémata jsou ostre nedisipativni. Pro
Laxovo-Friedrichsovo schéma je |\(mw/h)| = 1, avsak |A(§)] < 1 pro 0 < [¢| < w/h a
|v| < 1. Toto schéma je proto nedisipativni, ale ne ostie. Redukuje amplitudu u vétsiny
frekvenci, nikoli vsak u nejvyssi frekvence na siti.

Vsimnéme si, Ze sifova funkce U F= (—1)"*7 5 je pro libovolné 1 € R fesenim leapfrog
scheme. Vidime tedy, Ze pocatecni poruchy se §iti, aniz by byly tlumeny. O piitomnosti
této Sachovnicové slozky teseni rozhoduji pouze pocatecni a okrajové podminky.

Vlastnosti nedisipativniho schématu lze zlepsit pridanim disipace. Je vsak tfeba dat
pozor, abychom tim nezhorsili fad presnosti schématu. Napt. leapfrog scheme 1ze modifi-
kovat takto:

n 1 n—l n n 4
U] s U] + Uj+1 - Uj*l + 2i (1 62:) anfl _ O,
T

27 Ty 2
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kde € je vhodné kladnd konstanta. Jelikoz % u = O(h?), schéma je naddle druhého Fadu
presnosti, pokud 7 > C h?. Tato podminka nepfedstavuje zadné podstatné omezeni, nebot
casovy krok volime obvykle srovnatelny s prostorovym krokem. Pro vysetieni stability
prepiseme schéma do tvaru

n n— n 1 ! n—
Uj+1 U; Ly i I/Uj1+£<§5x) Ul L—)

a priblizné reseni vyjadrime v integralnim tvaru pomoci jeho Fourierovy transformace
U™ (&). Oproti prfpadu bez disipace se navic objevi ¢len € (5 6,)* Un=1(€) e'¢9h. Jak vime,
§2el¢ih = —4sin? Lelih o tudiz (16,)%el¢9" = sin §2h el€7h Misto soustavy dife-
ren¢nich rovnic (3.20), proto nyni ziskdme

~

(7"“(5) +i2v sin(h) Un(€) — (1 — ¢ sin* %) Ur(¢) =0.

Kotreny odpovidajici charakteristické rovnice jsou

A:(§) = —ivsin(€h) £ \/1 — ¢ sin* % — 2 sin?(€h).

Je-li
(3.22) v? sin?(¢h) + ¢ sin? % <1,
je

h h
na(@)l = yf1—esint S <1 €8

a schéma je tedy stabilni a disipativni fadu 4 (k tomu je opét nutné, aby |v| < 1, nebot
jinak (3.22) nemuze platit). Podminku (3.22) muzeme piepsat do tvaru

41?% gin? >— h ( — sin? %) + ¢ sin® >— §

Staci tedy nalézt takové hodnoty ¢, ze
417s(1—s)+es?<1  Vsel0,1].

Je-li 2 € (0, 3], miizeme volit £ € (0, 1], nebot pak 412 s (1 —s)+es* <2s(1—s)+s> =
s(2—s) < 1. Je-li v € [3,1), volime € € (0,40 (1 — v?)]. Pak 412 s(1 —s) + e =
4125+ (e —41?)s* <41?s(1—1v?s) < 1.

Podobné jako vyse muzeme modifikovat i metodu Crankovu—Nicolsonové pro feseni
rovnice (3.17). Obdrzime schéma

n+1 n n+1 n+1 n 4 n+1 n
Uj B UJ U]+1 U + ]+1 Uj_l + € (1 5:2) an = —fj -+ fJ

T 4h r\2 2 ’

které je druhého fddu piesnosti (pokud 7 > C h?) a disipativni fadu 4 pro malé hodnoty .
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Cviceni 3.5 Zopakujte vypocet ze cviceni 3.4 pro leapfrog scheme s disipaci (v prosto-
rovjch uzlech x1 a x;_1 wvaZujte leapfrog scheme bez disipace).

Pro vicekrokové schémata vzdy existuje préavé jeden amplifika¢ni faktor \g(€) takovy,
ze \o(0) = 1. Tento amplifika¢ni faktor pouzijeme k definici fazové rychlosti. Pro leapfrog
scheme je to amplifika¢ni faktor A,. Plati

sin(€a(é) 1) =vsin(h) =véh (1 — @g) +O((& h)4)) ;

z ¢ehoz plyne

(@ =a1- €0 wen

1 2 2 4
—a (1= - Aenrogeny).

rolen) (1+ 5 oenn)

Ziskali jsme tedy totéz jako pro Laxovo-Wendroffovo schéma a rovnéz plati a(n/h) = 0.

Pro parazitickou slozku feseni leapfrog scheme odpovidajici A_ zavedeme fazovou
rychlost vztahem A_ (&) = —|A_(£)| e €*-©7 nebot A\_(0) = —1. Pak sin(¢a_(&)7) =
—v sin(§ h), a tudiz a_(§) = —«(§). Paraziticka slozka feseni se tedy pohybuje opatnym
smérem nez je spravny smeér feseni. Navic plati a_(7/h) = 0, a tudiz nejvyssi frekvence,
které neobsahuji presnou informaci, se nesiti pryc.

3.7 Volba parametru v

Vlastnosti schémat vysetfovanych v predchozich odstavcich zavisi na volbé parametru v,
tj. na poméru prostorového a casového kroku. V fadé piipadu jsme vidéli, ze pro |v| =1
schémata déavaji presné teSeni, coz je ovSem dano jednoduchosti uvazované modelové
ulohy. Pro tlohy s nekonstantnimi koeficienty nebo komplikovanéjsi problémy k tomu
jiz nedochazi. Nicméné nase teoretické tivahy ukazuji, Ze je obecné vhodné volit || blizko
hranice stability, nebot tim dosdhneme malé disipace i disperze. Zajima-li nas pouze urcitd
frekvence &y, méli bychom volit h tak, aby [{yh| < 7 a vlna o frekvenci & mohla byt
tudiz na pouzité siti dobfe aproximovana.

4 Numerické resSeni rovnice vedeni tepla
V této casti se budeme zabyvat numerickym feSenim smiSené ulohy pro rovnici vedeni

tepla v jedné prostorové dimenzi. Hledame funkci u = u(x,t) definovanou pro x € [0,1] a
t > 0 takovou, ze

(4.1) Up — Uz =0 v (0,1) x R,
: uw(0,t) =u(l,t)=0 Vit>0,
(4.3) u(z,0) = u’(z) Vaxel0,1].
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Budeme piedpokladat, ze tuloha (4.1)—(4.3) m4 klasické feseni. To mimo jiné vyzaduje,
aby pocdtecni a okrajové podminky spliiovaly podminky kompatibility u°(0) = u°(1) = 0.

Ulohy uvedeného typu popisuji siteni tepla v tenké izolované homogenni tyc¢i konecné
délky bez piftomnosti tepelnych zdroji. Uloha typu (4.1)—(4.3) téz popisuje Siteni tepla
napii¢ nekonecnou deskou, pricemz z je soufadnice kolma ke sténam desky, na kazdé
z nichz je predepsana konstantni teplota.

Poznamka 4.1 Transformaciv(z,t) = u(x,xkt)+a (1—2)+ S x ziskdme tlohu s tepelnou
difuzivitou k a nehomogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami:

Vp — KUpp = 0 v (0,1) x R,
v(0,t) =a, v(l,t)=p Vit>0,
v(2,0) = (z) =uv’(@) +a(l—2)+ B2z Varelo1].

Uvazovani k£ = 1 a homogennich okrajovych podminek v (4.1)-(4.3) tedy nepfedstavuje
ujmu na obecnosti. Podobné lze téz jednoduchou transformaci proménné x prejit k tloze
definované na libovolném zadaném prostorovém intervalu.

4.1 Reseni tilohy (4.1)—(4.3) Fourierovou metodou

Hledejme teseni tlohy (4.1)—(4.3) ve tvaru u(z, t) = X (x) T'(t). Dosazenim do (4.1) a (4.2)
snadno zjistime, ze

mm)?

w(x,t) = e sin(m o x)

pro néjaké m € N a a,, € R. Rovnice (4.1) a (4.2) spliwuje ziejmé i libovolnd linedrni
kombinace téchto funkci. Nabizi se tedy hledat feseni u ve tvaru

(4.4) u(z,t) = Z ame ™ sin(mrz) .
m=1
Z pocateéni podminky (4.3) plyne
(4.5) u’(z) = Z Ay, sSin(mmx),
m=1

a tudiz koeficienty a,, jsou Fourierovy koeficienty funkce u" pii rozvoji do sinové fady.
Plati

1
Ay = 2 / u’(z) sin(mmz)dr.
0

Je znamo, Ze pro libovolné v® € L?(0, 1) fada (4.5) konverguje v L?(0, 1). Soucet fady (4.4)
je pak nekonecné hladkd funkce v [0, 1] x RT, kterd tesi parcidlni diferencidlni rovnici (4.1)
a spliiuje okrajové podminky (4.2). Pokud fada Fourierovych koeficientu a,, konverguje
absolutné, je soucet fady (4.4) spojita funkce na [0,1] x Ry, kterd spliiuje pocdtecni
podminku (4.3). K tomu staci, aby funkce u" byla absolutné spojitd na [0,1], (u°)" €
L*(0,1) a u®(0) = u°(1) = 0 (konzistence s okrajovou podminkou).
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V praxi vysledek (4.4) umoznuje ziskat pouze numerickou aproximaci feseni u, ne-
bot koeficienty a,, jsme obecné schopni uréit pouze pfiblizné a navic jsme schopni secist
pouze konec¢né mnoho ¢lenu fady. Skutecnym omezenim uvedené metody vsak je, ze
ji nelze snadno zobecnit na komplikovanéjsi tlohy. Je proto nutné hledat jiné zpusoby
vypoctu priblizného teseni tlohy (4.1)—(4.3) a jednim z moznych postupu je aplikace me-
tody konec¢nych diferenci.

4.2 Explicitni schéma pro tlohu (4.1)—(4.3)

Podobné jako difve zavedeme rovnomérnou sit, kterou pokryjeme vypocetni oblast. Inter-
val [0, 1] nejprve rozdélime na J € N intervalu stejné délky h = 1/.J, ¢imz vzniknou body
x;=7jh,j=0,1,2,...,J. Kromé prostorového kroku sité h zavedeme téz Casovy krok
sité 7 > 0 a definujeme casové hladiny t, = n7,n = 0,1,2,.... ReSenf u tlohy (4.1)—(4.3)
aproximujeme v uzlech sité (z;,t,) hodnotami U}, kde j = 0,1,2,...,Jan=0,1,2,....
Opét polozime uf = u(z;,t,).

Uvazujeme-li rovnici (4.1) v uzlu (z;,t,) s j € {1,...,J—1} an € Ny, mizeme provést
nasledujici aproximace:

n 2,n n 271

0= (up — ugs) (), 1) =

T h? T h?
To vede k diferen¢nim rovnicim
(4.6) Urtt = U} +p (U, — 207 + U} ), j=1,2,...,J—1,
kde
-
n= e

Kazdou hodnotu na ¢asové hladiné ¢,,.1 lze nezévisle spoc¢itat z hodnot na ¢asové hladiné
t, a jedna se tedy o explicitni diferen¢ni schéma.
K rovnicim (4.6) musime jesté pridat okrajové a pocatecni podminky

(4.7) 0 =U5=0, n=12 ...,
(4.8) UY =u’(z;), j=0,1,...,J.
Hodnoty ptiblizného feseni ziskdme tak, Ze nejprve definujeme hodnoty U ]Q pomoci (4.8)
a pak evolucné pocitame hodnoty priblizného feseni na nasledujicich ¢asovych hladinach

z rovnic (4.6) a okrajovych podminek (4.7). Pfiblizné feseni U}' je tedy vztahy (4.6)-(4.8)
jednoznacné urceno.

Cviceni 4.1 Uvazugte schéma (4.6)—(4.8) pro ilohu (4.1)~(4.3) s pocdteéni podminkou

{2x pro z€[0,5],

D=

0
u’(z) =
(@) 2—2z pro ze€(},1].

Zvolte J = 20 a proved’te vijpocet pro 7 = 0.0012 a 7 = 0.0013.
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Provedeme-li vypocty z cviceni 4.1, zjistime, ze pro 7 = 0.0012 ziskdme dobrou apro-
ximaci feSeni tlohy (4.1)—(4.3), zatimco pro 7 = 0.0013 se v pfiblizném feseni objevi
oscilace, které se zvétsujicim se n rychle rostou. Jednd se o typicky ptiklad stability
¢i nestability numerického schématu. Jak uvidime pozdéji, numerické vysledky zasadné
zaviseji na hodnoté p, tj. na vztahu mezi prostorovym a ¢asovym krokem.

Chyba diskretizace schématu (4.6) je dana vztahem

n 2,n
n Appu] B 0y uf

e =
T h?

j
proje{l,....,J—1}an €Ny Jeli z € [h,1 — h] a t > 0, muzeme téz polozit

Ay u(x,t 62 u(x,t
Ehﬂ—(l’,t) — +t 7_( ) . }52 ) )

Pak % = &5, (25, t,). Pouzitim Taylorova vzorce ziskame
6hﬂ'<x7t) = %utt<x777) T = % ul?w%m(g?t) h2 ) § S (I - ha T+ h)7 ne (t7t+ T) .

Predpokladdme-li, ze existuji konstanty M; a My takové, ze |uy| < My, |Uppee] < Ms na
[0,1] x [0,T7], kde T > 0 je pevné zvoleny ¢as, pak

(unpm@wnggMn+gA@ngT@ﬁ+éﬂ@) Vael[h1—h]x[0,T—1].

Vidime tedy, ze schéma je prvniho fadu ptesnosti v ¢ase a druhého fadu presnosti v pro-
storu. Pro pevny pomeér p (ktery je vhodné uvazovat pro zajisténi stability, jak uvidime
pozdéji) se ep,, chova jako O(7) pro 7 — 0 a v tomto smyslu je schéma prvniho fadu
presnosti.

Poznamka 4.2 JelikoZ uy = gy, je Uy = Ugpt = (Ut) gz = Uz, & tudiz
fnrl,t) = 3 (1= ) taran(,8) 7+ O(72).

Pro p = é je tedy schéma druhého tadu presnosti. Jedna se ale o velmi specidlni ptipad,
se kterym se v obecnéjsich situacich nesetkame.

4.3 Konvergence explicitniho schématu

Véta 4.1 Uvazugme posloupnost (h;, ;) — (0,0) pro i — oo a predpokladejme, Ze p; =
7i/hi < 5. Necht T > 0 a |uy| < My, |Uggae| < My v [0,1] x [0,T]. Pak pro libovolng
bod (z,t) € [0,1] x [0, T] a libovolnou posloupnost (j;,n;) € N x N takovou, Ze j; h; —
x, Ny 7 — t, konverguji aproxvimace U} generované explicitnim schématem (4.6)—(4.7)
k reseni u(zx,t), pricemz tato konvergence je stejnomérnd v [0, 1] x [0,T7.
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Diikaz. Uvazujme libovolnou dvojici h, 7 (7 < T') a libovolny bod (z;,t,) € (0,1) x (0, 7).
Pro chybu aproximace €} = U} — uj plati

T}-i-l

€

=ej tulef, —2ef +ej || —Te}, j=1,...,J—1.

7—1

Definujeme-li ||e"||, = max;—y__y_1 |e}'|, pak (diky ej = e’} = 0)
le" Moo < (11 =2l +2) €| + T 1"l < ll€" oo + 7 1™ | -
Jelikoz €) = U —u®(x;) =0,1=0,...,J, dostaviame

n—1
[l <73 ¥l <t _mas [l
k=0 T

Pouzitim (4.9) ziskdvame
’U]n — U(l'j,tn>’ S T(% MlT + 1—12 MQ h2) .

Tvrzeni nyni plyne ze spojitosti u na [0, 1] x [0, 7. O

4.4 Fourierova analyza chyby

Vime, ze feSeni tlohy (4.1)—(4.3) lze zapsat ve tvaru Fourierovy fady (4.4). Ukdzeme,
ze v podobném tvaru lze zapsat i priblizné feseni splnujici (4.6)—(4.8). Za tim tcelem
zapiseme tady (4.4) a (4.5) pomoci komplexnich exponenciel:

(4.10) u(a,t) = Y Apelmremmit
(4.11) W) = > Ayemrr.

Polozime-li u°(z) = —u®(—x) pro z € [-1,0), pak

1! .
A, = —/ u’(z)e ™ dg
2 )
Snadno se ovéii, ze pro m € N je A,, = —A_,, = —ia,,/2. Budeme piedpokladat, ze

Fourierova fada (4.11) je absolutné konvergentni, tj.

o0

(4.12) > A < o0

m=—0oQ

Jak vime, postacujici podminkou pro to je, aby funkce u° byla absolutné spojité na [0, 1],
(u®) € L*(0,1) a u°(0) = °(1) = 0.
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o - “ i _ 24 . v~ s . . /1> ,
Piipomeiime, 7e funkce e!™7#~(m™)°t jsou fesenimi rovnice (4.1). V uzlech sité plati

. . 9 L 2 m
elmmT; (mm)?tn _ elk]h [e k T:| :

kde jsme zavedli vinové c¢islo k = mm. V analogii k tomu se muzeme ptat, kdy

U]n — elkjh)\n

fesi diferencni rovnici (4.6). Dosazenim do (4.6) ziskdme
eikjh )\n—f—l — eikjh A" [1 +M(eikh —24 e—ikh)]7

a tudiz

kh
(4.13) /\E)\(k:):l—Qu[l—cos(kh)}:1—4usin27.

Cislo A(k) se nazyva amplifikacni (zesilujici) faktor clenu Fourierovy fady. Nasledujici
véta ukazuje, ze priblizné feseni U' muzeme zapsat ve tvaru podobném jako u.

Véta 4.2 Necht sitovd funkce U} spliiuje (4.6)(4.8). Pak

(4.14) Ur= S And™™ It ANmo)",  j=0,1,...,J, n>0.

m=—0Q0

Diikaz. Jelikoz amplifikacni faktory jsou omezené a plati (4.12), konverguje rada (4.14)
absolutné, a jelikoz kazdy jeji ¢len fesi diferencni rovnici (4.6), fesi i soucet fady (4.14)
rovnici (4.6). Déle pro kazdé m € N plati A, [A(m7)]" = —A_,, [NM(—m7)]", a tudiz je
pro j =0 a j = J souctem fady 0. Jsou tedy splnény okrajové podminky (4.7). Konetné
pro n = 0 se fada (4.14) redukuje na fadu (4.11) s z = j h, a soucet fady tudiz spliuje i
pocatecni podminku (4.8). Soucet fady tedy splituje (4.6)—(4.8), a jelikoz je Feseni tlohy
(4.6)—(4.8) urceno jednoznacné, plati (4.14). O

Poznamka 4.3 Vsimnéme si, ze z vlastnosti amplifikacniho faktoru a koeficientu A,,
plyne, ze fadu (4.14) lze téz prepsat do tvaru

(4.15) U= aysin(mmjh) [Amm)]",  j=0,1,....0, n>0.

J
m=1

Ze vztahu (4.10) plyne, ze

u;}, _ Z A, eimwjh |:e—(m7r)27] .

m=—0Q

Jelikoz chceme, aby U" dobre aproximovalo u}, vidime ze srovnani uvedené rady s fadou

—k2r

(4.14), ze je potieba, aby hodnoty A(k) byly dobrou aproximaci hodnot e , alespon

pro nizké hodnoty vinového cisla k. To je pfedmétem nésledujiciho lemmatu.
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Lemma 4.1 Plati
(4.16) e T —AK)| < C(u) k* 7> Vk,7>0,

kde C(u) zdvisi pouze na p. Pokud = =, pak

1
6

o™ = A(K)

4
< 6 _3 ‘
_—15k7' Vk,7>0

Dikaz. K dukazu vyuzijeme Tayloruv vzorec ve tvaru

—

fz) =

—_

[ =

FO0) 4 5 () 2!

i

0

ktery plati pro libovolné [ € N, f € CY(R) a x > 0 s vhodnym ¢ € (0, ). Aplikujeme-li
tento vzorec na f(x) =e " a f(z) = cosx, ziskdme

e HT = 1—/{27—1—%6’5]@472
cos(kh) = 1—2%(kh)®+ & (cos() (kh)*,

kde £ € (0,k?7) a ¢ € (0,kh). Podle (4.13) je tedy

ANk)=1-2p[l —cos(kh)] =1—k7+ % (cosQ) k' B° T,

1 1
< (14— )Kk*7?
_2(+6u> T
1

1 z ~ 4
—k2r _ 6,3 —¢& 1614 < 6,3 _ =
e A(K)| 360 |60 k° 7° e k°h* 1 cos(| < —15/<: T pro p=r,

z ¢ehoz plyne

2 1 1
le™" ™ — (k)| = 5 E'r?emt — 6/{74h2TCOSC

coz dokazuje (4.16). Podobné ziskdme

kde opét € € (0,k%7) a ¢ € (0, kh). 0

Uvedené lemma muzeme vyuzit jako alternativni prostiedek pro vySetfovani chyby
diskretizace. Na zakladé vztahu (4.10) a (4.12) plati

n+l _ . n n n
W W Tu Ui T 2uytu

E. =
T h?

n
7—1

J

e_(m 7T)2

0
. A eimﬂxjf(mﬂ)ztn
= E m

T h?

m=—0Q

T_1 eimﬂh_2+e—imﬂh]

0
. A eimﬂxjf(mﬂ')2 tn
= E m

m=—00

N=

[e’(m”)% — A(m W)] .
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Pouzitim odhadu (4.16) dostavame

o0 [e.9]

n 1 —m7r27’
CIESY |Am|;!e( T Amm)[ < Y Al Cu) (mm) T

m=—0Q m=—0Q0

Abychom pfti konstantnim g ziskali stejnomérny odhad chyby diskretizace prvniho fadu
presnosti, je tedy nutné pozadovat, aby 7¢ > |A,,| m* < co. Tato hodnota predsta-
vuje odhad |Uzzee| = |ug| a dostdvdme tedy odhad (4.9). Pro h? = 67 lze pomoci lem-
matu 4.1 ziskat presnost druhého fadu (srv. pozn. 4.2).

Vyjadieni feseni tlohy (4.1)—(4.3) ve tvaru fady (4.10) ukazuje, ze pro libovolné vlnové
¢islo k = m 7 zustava amplituda piislusné slozky feseni v ¢ase omezena. Je prirozené tuto
vlastnost pozadovat i od pfiblizného feseni. Rekneme proto, ze numerickd metoda pro
feSeni ulohy (4.1)—(4.3) je stabilni, pokud existuje konstanta K nezavisld na k takové,
ze |[AM(k)]"| < K pro vsechna k a n. To je ekvivalentni pozadavku, aby |[A(k)] < 1 pro
vSechna k.

Véta 4.3 Necht pro dané hodnoty h a 7 je |[\(m )| <1 pro vsechna m € N. Pak reseni
schématu (4.6)—(4.8) zustdvd pro libovolnou pocdtecni podminku u® spliujici (4.12) ome-
2ENé€ pro n — Q.

Diikaz. Jelikoz [A(mm)| <1V m €N, je dle (4.14) a (4.12)

o o0

U< Y Al Amm)" < Y JAn] < oo,

m=—00 m=—00

U

Poznamka 4.4 Necht existuje m; € N tak, ze [A\(m;7)| > 1. Bud «°(z) = sin(m7z).
Pak podle (4.15) je U} = sin(mymjh) [A(mqm)]", a tudiz |U}'| — oo pro n — oo a pro
kazdé j € {1,...,J — 1} takové, ze sin(mymjh) # 0.

Nyn{ vidime vyznam podminky p < 3. Je-li tato podminka splnéna, pak [A(m )| < 1
YV m € N, a feSeni tudiz zustava omezené. Je-li p > %, pak pro néktera m € N je A(m7) <
—1 a velikost pfislusnych ¢lenu v (4.14) s postupujicim ¢asem roste nade vsechny meze.
Teoreticky je mozné zvolit pocateéni podminku tak, aby A,, = 0, kdykoli A(m ) < —1.
Avsak to je velmi specidlni situace a vpraxi by vlivem zaokrouhlovacich chyb vznikly malé
nenulové koeficienty u vsech takovychto ¢lent a s postupujicim ¢asem by tyto ¢leny opét
neomezené rostly. Schéma (4.6) je tedy stabilni pouze pii splnéni podminky p < %

Fourierovu metodu muzeme pouzit téz k dikazu konvergence. Jeji vyhoda spociva
v tom, ze nemusime predpokladat dostatecnou hladkost feseni u a stejnomérnou omeze-
Nost Ugper a Uy. Nasim jedinym predpokladem o tloze (4.1)—(4.3) nyni bude absolutni
konvergence fady (4.11) pro poc¢dtecni podminku u°. Poc¢dtecni podminka tedy nemusi
byt hladka. Budeme predpokladat, ze p je pevné a pu < % Chybu aproximace muzeme
vyjadrit ve tvaru

ef =Ul —u(zj,ty) = Ayemm {[)\(mﬂ)]” _ [e—<mw>2f]n} .

m=—00
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Pii oznaceni A\; = A(m7) a Ay = e (M™*T je A\, N\, € [—1,1] a plati

—_

3

n—1 n
=D AT AT = () Y AT,
k=0 k=1

B
I
o

z ¢ehoz plyne
(4.17) IAT — A3 < n A — Ag VA, A € [—1,1].
Bud e > 0 libovolné a necht my € N je takové, ze
S 1Anl <5
Im|>mo
Pak pouzitim (4.17) ziskdme
e < = +—§: n|Am| [A(mm) — e M|
jml<mo
Z nerovnosti (4.16) plyne
€] < 5 +n7? Oyt | |Z [Anlm?
m|<mo

a vidime tedy, ze pro 7 dostatecné malé je |ef| < e V (z5,t,) € [0,1] x [0,T], nebot
nt <T.

Pti aplikaci Fourierovy metody jsme reprezentovali pfiblizné feseni pomoci nekonec¢né
fady (4.14), nebot ji bylo mozné snadno srovndvat s fadou pro presné feseni. Jelikoz vSak
na uvazované prostorové siti s J 4 1 uzly lze reprezentovat jen koneéné mnoho ruznych
frekvenci, 1ze priblizné feseni vyjadfit jako linearni kombinaci 2 J po sobé jdoucich funkei

(4.18) eI\ (m)]"

Snadno ovéiime, ze tyto funkce se skutecné nezméni, nahradime-li m hodnotou m + 2 J.
Muzeme tedy napi. uvazovat U jakozto linedrni kombinaci funkef (4.18) odpovidajicich

m=—(J—1),~(J—2),....,-1,0,1,...,J.

4.5 Implicitni metoda pro tlohu (4.1)—(4.3)

Podminka stability 7 < h%/2 pro explicitni schéma (4.6) je velmi vdZné omezeni, které
implikuje, ze bude tfeba velmi mnoho ¢asovych kroktu. Navic, budeme-li muset zmensit h
pro zvyseni piesnosti, velmi se zvysi celkovd vypocetni ndro¢nost, nebot budeme muset
téz podstatné zmensit 7. Ukdzeme nyni, ze zminénych omezeni se muzeme zbavit pouzitim
zpétné diference pro diskretizaci ¢asové derivace v (4.1), tj. pouzitim schématu

J+1

T h2

n+1 n n+l n+1 n+1
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Toto schéma lze prepsat do tvaru
(4.19) —p UM + A+ 2p) U — pURY = UT j=1,2,...,.J—-1, n>0.

Na rozdil od schématu (4.6) nyni danou hodnotu U ;‘“ nelze urcit nezavisle na ostatnich
hodnotach na ¢asové hladiné t,,, 1, nybrz vSechny tyto hodnoty je nutno vypocitat soucasné
vyfesenim soustavy J—1 linedrnich rovnic pro J—1 neznamych. Jedn4 se tedy o implicitni
metodu.

Stabilitu schématu (4.19) s okrajovymi a po¢atecnimi podminkami (4.7) a (4.8) muze-
me vysetfovat Fourierovou metodou analogicky jako pro schéma (4.6). Snadno zjistime,
ze funkce U = e'¥7" \* spliuje (4.19) pravé tehdy, kdyz

1

A=Ak
(k) = 1+4p sin Th

Tedy A(k) € (0,1] pro libovolné u > 0 a libovolné k € R, coz znamend, ze metoda je
nepodminéné stabilni.

4.6 Thomastv algoritmus

Soustava (4.19) je tridiagonalni a muzeme ji zapsat ve tvaru

aj Ui +bUj—c;Upy =d;,  j=12,...,J—1,

kde
Uo - UJ - 0 .
Budeme ptredpokladat, ze
(420) aj>0, bj>0, Cj>0, bj>aj—|—cj,

coz splnuje (4.19). Soustavu rovnic nejprve pirevedeme na soustavu s horni trojihelnikovou
matici tvaru

(4.21) Uij—ejUj = f;, j=12,...,J—1.
Mame-li v tomto tvaru k—tou rovnici a chceme-li upravit £ 4+ 1-vou rovnici, tj.
=g 41 Uk + b1 U1 — Cp1 Upyz = digy
pak k této rovnici pficteme rovnici (4.21) s j = k prendsobenou a1, ¢imz ziskdme
(bk1 — ary1ex) Uprr — Cry1 Upro = diyr + agg fio

Algoritmus je tedy nasledujici

€1 = Cl/bl, fl = dl/bl
for j=2,...,J—2 do
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ej :=¢;/(bj — ajej_1)
fi := (dj +ajfj-1)/(b; — ajej_1)
enddo
fy_1:=(dyjo1 +aj_1f5-2)/(bj_1 —aj_1e5-2)

Reseni U; pak jednoduse uréime z rovnic (4.21).

Snadno lze ovéfit, ze e; € (0,1), 7 =1,2,...,J — 2. Algoritmus lze tedy vzdy provést
a je numericky stabilni (nevede ke vzrustajicim chybam).

Uvedeny algoritmus potiebuje pro vyfeseni soustavy (4.19) na jeden uzel tii s¢itani, ti
nasobeni a dvé déleni, zatimco explicitni schéma (4.6) vyzaduje ti s¢itani a dvé nasobeni
(popf. ctyfi scitani a jedno nésobeni). Vypocetni ndro¢nost implicitniho schématu je tedy
asi dvojnasobnd oproti explicitnimu schématu. Dulezité vsak je, ze lze volit mnohem delsi
¢asové kroky (aniz by se zhorsila pfesnost), nebot nyni neni Zadnd podminka stability
omezujici volbu 7. Proto je celkova vypocetni naro¢nost implicitni metody pro dosazeni
zvoleného casu T mnohem mensi nez u explicitni metody.

4.7 Dvoukrokové metody

Vyse uvazované metody pro feSeni tlohy (4.1)—(4.3) jsou druhého Féadu presnosti v pro-
storu, avSsak obecné pouze prvniho fadu presnosti v ¢ase. Nabizi se proto uvazovat pro
diskretizaci casové derivace misto jednostranné diference centralni diferenci, podobné jako
u leapfrog scheme (3.7). To vede v nejjednodussim piipadé ke schématu

uptt—uptt un, =20+ U
(4.22) J 5 N ke h; =L i=1,2,...,0-1, n>1.
T

Snadno zjistime, ze chyba diskretizace je v tomto piipadé druhého tadu v ¢ase i v prostoru.
Jelikoz k urceni priblizného feSeni na nové casové vrstvé vyuziva toto schéma hodnot
priblizného teseni z predchazejich dvou casovych vrstev, jedna se o dvoukrokové schéma.

Hodnoty pfiblizného teseni v case ¢, které je nutno predepsat nebo vypocitat pomoci
néjakého jednokrokového schématu, zapiseme ve tvaru

(4.23) Ul= > Bpe™™ " j=0,1,...J,
a opét predpokladame, ze tfada konverguje absolutné a ze B,, = —B_,, Vm € Z. Po-

dobné jako pti Fourierové analyze jednokrokovych metod vyse hledejme nejprve feSeni
diferen¢niho schématu ve tvaru se ”separovanymi proménnymi”, tj. polozme

Ur = ek (k).
kde k = mm, m € Z. Dosazenim do (4.22) ziskdme

(4.24)  UNk)+2q(k)U(k) — U™ (k) =0, n>1, kde q(k)=— sin®— .
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Charakteristicky polynom A*+2 q(k) A—1 této soustavy diferenénich rovnic m4 dva ruzné
realné kotfeny Ay = —q(k) & v/q(k)? + 1, a tudiz obecné Feseni soustavy (4.24) je

(4.25) U™ (k) = oy (k) As (k)" + a_ (k) A_ ()",

kde koeficienty ag jsou libovolnd komplexni cisla. Tato cisla urcime tak, aby platilo
U(mm) =A,, aU'(mn) = B,,. Z toho plyne

B — Ap A_(mm)
A(mm)—=A_(mm)’

Am )\+ (m 7T) m

(4.26) ap(mm) = Ap(mm) — >\_( ™)

a_(mm) =

Reseni diskrétniho problému (4.22), (4.7), (4.8), (4.23) je pak déno fadou

oo

(4.27) ur= Y émmihgr(mr),  j=0,1,....J, n>0.

j
m=—oo

Bohuzel slozky feseni odpovidajici kofenu A_ jsou nestabilni, nebot A\_(k) < —1, kdykoli
sin(3 kh) # 0. Schéma (4.22) je tedy bezcenné, nebot je pro libovolnou volbu h a 7
nestabilni.

Poznamenejme, ze pokud charakteristicky polynom soustavy diferen¢nich rovnic odpo-
vidajicich dvoukrokovému schématu ma pro dané k jeden dvojnasobny kofen, tj. A, (k) =
A_(k) = A(k), ma obecné feseni soustavy diferen¢nich rovnic tvar

U"(k) = a(k) (k)" + B(k) n A(k)" ™,
kde a(k), B(k) € C. V tomto piipadé tedy je
(4.28) Ur(mw) = Ap A(m7)" + B — A Mm )] n A(mm)" "

Pokud je koeficient u druhého ¢lenu nenulovy, je ke stabilité nutné, aby [A(mm)| < 1,

nebot jinak U™ poroste linedrné v n.
Uvedend analyza schématu (4.22) samozfejmé neznamend, ze kazdé dvoukrokové expli-
citni schéma je vzdy nestabilni. Uvazujme napt. schéma

uptt —upTt e up+orUprTt
27 a 21?2 ’

(4.29) j=1,2,...,0—-1, n>1.

V tomto ptipadé ziskame soustavu diferencnich rovnic
(4.30) U (k) + q(k) U (k) + (q(k) = 1) U™ (k) =0,  n>1,

jejiz charakteristicky polynom ma kofeny A\, (k) =1 —q(k) a A_(k) = —1. Je-li q(k) # 2,
jsou oba kofeny riizné a U™ (k) je opét déno vztahy (4.25) a (4.26). Ziejmé je | Ay (k)| < 1
pravé tehdy, kdyz q(k) € [0,2), z éehoZ plyne podminka stability 7 < h?/2. Je-li q(k) = 2,
je Ap(k) = A_(k) a U™(k) je déno vztahem (4.28) s A(k) = —1. Pifpad ¢(m ) =2 za
uvedené podminky stability muze nastat pouze tehdy, je-lim = (2141)J, kde [ € Z. Cleny
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sm = (21 + 1)J se vSak v feSeni neprojevi, nebot fadu (4.27) muzeme diky vlastnosti
Ut(mm) =—-U"(—mm) ¥V m € Z zapsat ve tvaru

~

Ul =2i sin(mmwjh)U"(mm), j=0,1,....J, n>0.

J

NE

1

3
[

Schéma (4.29) je tedy pro 7 < h?/2 stabilni.
Stabilita metody vsak nemusi znamenat, ze diskrétni feseni bude bez oscilaci. Jak jsme
videli, plati v piipadé q(k) # 2

U"(k) = as (k) (1= q(k))" + a_ (k) (=)™

Oznac¢ime-li

Vi= Y " ha(ma)(1—q(mm)t, W= Y &mWha (mm),
glmm)<2 glmm)<2

muzeme psat
Ur =V'+(=1)"W; j=0,1,....J, n>0.

Sitova funkce T, nezdvisi na case, a pokud je nenulovd, bude pro velké n predstavovat
dominantni slozku feseni, nebot V" — 0 pro n — oo. Obvykle se projevi ve formé
oscilaci, jejichz velikost muze byt i vétsi nez jsou hodnoty pocateéni podminky, jelikoz
velikost ary (m ) a a_(m ) muze byt podstatné vétsi nez |A,,|. Ze stability metody vsak
plyne, Ze tyto oscilace nebudou pro n — oo narustat. Navic se jejich velikost zmensi,
pokud zjemnime sit.

Casové nezévisld oscilujici slozka nebude v Feseni schématu (4.29) pritomna, pokud
feseni v Case t; uréime pomoci schématu (4.6). Podle (4.14) a (4.13) je pak totiz B,, =
An (1 —q(mm)) = A, Ay (mn), atudiz a_(mm) =0 pro kazdé m € Z.

4.8 Disipace

7 diskuse v predchozim odstavci plyne, ze je zddouci, aby diferen¢ni schéma vedlo v kaz-
dém casovém kroku k poklesu amplitud vysokofrekvencnich slozek fesenti, tj. aby velikost
prislusnych amplifikacnich faktoru byla mensi nez 1. Jak jiz vime z ¢ésti 3.6, tento pokles
vysokofrekvencnich oscilaci se nazyva disipace. Analogicky jako v definici 3.1 na str. 32
fekneme, ze diferenéni schéma je disipativni fadu 27 (méa disipaci tddu 27), jestlize exi-
stuje kladnd konstanta C' nezavisld na h a 7 takovd, ze kazdy amplifikacni faktor \;(k)
spliuje

(4.31) (k)| <1-C (sin %)2

pro vSechna vlnova ¢isla k. Poznamenejme, Ze pro kazdé k uvazujeme obecné vice ampli-
fikacnich faktoru, abychom do nasich tivah zahrnuli i vicekrokova schémata. Pro ovérovani
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platnosti podminky (4.31) muze byt uzitecné si vS§imnout, ze nerovnost (4.31) je ekviva-
lentni podmince

2r
NE)P<1-C (sin %)

s konstantou C’ nezavislou na h a 7. Disipativnost schématu je v piipadé parabolickych
rovnic velmi piirozenym pozadavkem, nebot pak dochdzi v prubéhu casu ke zhlazovani
diskrétniho feSeni, stejné jako je tomu u feseni aproximované diferencialni rovnice.

Pouzitim vztahu (4.13) snadno zjistime, ze explicitni schéma (4.6) je disipativni fadu 2
pro p € [uo, p1] C (0, %), kde 1o a pq jsou konstanty nezavislé na h a 7. Proto se obvykle
nepouziva volba u = %, pii niz je schéma (4.6) jesté stabilni. Implicitni schéma (4.19)
je disipativni fadu 2 , je-li up > po > 0, kde o je konstanta nezavisld na h a 7. Schéma
(4.29) samoziejmeé disipativni neni.

4.9 f#-metoda (f—schéma, metoda vazeného pruméru)

Uvazujeme-li vazeny prumeér explicitniho schématu (4.6) a implicitniho schématu (4.19),
ziskdme Sestibodové schéma

(432) UM —Ur=pl0U +(1-0)620",  j=12....J—-1, n>0.

Budeme predpokladat, ze 6 € [0,1]. Pro 8 = 0 ziskdvame explicitni schéma (4.6) a pro
¢ = 1 plné implicitni schéma (4.19). Pro libovolné 6 € (0, 1] je k uréeni hodnot ptiblizného
feseni v case t,,1 nutno vytesit tridiagonalni soustavu linearnich rovnic

—OpUH + (A +20p) UM —0pU =1+ (1 —0) pa UM, j=1,2,...,J—1.

Koeficienty spliuji nerovnosti (4.20), a muzeme tedy pouzit Thomasuv algoritmus.
Stabilitu vysetiime opét pomoci Fourierovy metody. Dosazenim Uj' = elkih \n do
(4.32) ziskdame
1—4(1—0)psin® 2L

2
1+40pu sin2%

Ztejmé X < 1. Nestabilita se muze objevit pouze pokud A < —1, coz nastane pravé tehdy,
kdyz

4(1-20)p Sin2%>2.

7 toho plyne, ze

Je-li 6 € [0,1), pak (4.32) je stabilni <— pu< —-——.
(4.33) ? 2(1-29)

Je-li 0 € [3,1], pak (4.32) je stabilni V p > 0.
V prvnim ptipadé je tedy schéma podminéné stabilni, v druhém nepodminéné stabilni.
Chybu diskretizace schématu (4.32) je vhodné pocitat v ¢ase t,41/2 = (n + %) 7, tj.
definujeme
w(zj, tyr1) — w(xg,ty)  002u(zy, tyrr) + (1 —0) 02 u(ay, t,)
T h? '

n+1/2 o
€5 = ehr (T, thtry2) =
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Tedy

Spu(e,t) 0o ulz,t+7)+(1—0)07u(x,t —7)
T h2
— M_ (9_1) 5t5§u($’t) B 59%“(1’775‘*'%)""5925“(%15_%)'

T 2 h? 2 h?

Dosazenim Taylorovych rozvoju ziskame

€h,7-(iv, t) =

ghﬂ-(x’t) = [ut+2—14'u,ttt7'2+...]—<9_%)[Umth+%umzx:pth2T+...]

1 2 2 4 1 2

Pouzitim (4.1) zjistujeme, Ze obecné ey, » = O(7+h?), aviak pro 0 = L je e), , = O(7?+h?).
Pro 6 = % je tedy schéma (4.32) druhého fadu presnosti v prostoru i v case a, jak
vime, nazyva se schéma Crankovo—Nicolsonové. Jelikoz je nepodminéné stabilni, muzeme
uvazovat h = O(7). Pak ¢, = O(7?) a jsme tedy schopni dosdhnout dobrou piesnost pii
malé vypocetni naro¢nosti. Pii volbé h = O(7) vSak schéma Crankovo—Nicolsonové neni
disipativni, coz zpusobuje, ze pii nehladké poc¢atecni podmince muze byt méné presné nez
plné implicitni schéma (4.19), které je disipativni Ffadu 2.
Metodu druhého tadu presnosti v ¢ase lze ziskat téz pro
1 h? ) 1

- t. -
2 1277 7 MTEa-20)

(Musi byt h* < 67, aby bylo § > 0.) Pfi této volbé je dle (4.33) schéma (4.32) stabilni a
plati e, = O(7% + h*). Opét tedy muzeme pouzivat velké ¢asové kroky a metoda bude
ptitom pro hladké pocatecni podminky presnd a stabilni. P#i volbé h = O(7) vSak schéma
opét neni disipativni a pro malé h je blizké schématu Crankovu—Nicolsonové.

I kdyz lze odvodit fadu dalsich schémat pro feseni ulohy (4.1)—(4.3), nejpouzivanéjsi
je v praxi schéma (4.32). Nejlepsi volba parametru 6 vsak zavisi na feSeném problému a
casto neni jasné, které schéma je opravdu nejlepsi.

4.10 Princip maxima a konvergence

Véta 4.4 0-schéma (4.32) s0 € [0,1] a pu(1—0) < § ddvd priblizné reseni {U}} spliugici

Ur?lin S U]n S U&ax’
kde
win = min{Uy", 0<m<n; U}, 0<j<J; Uy, 0<m<n},
Upe = max{Uy", 0<m <n; U}, 0<j<J; UP, 0<m<n}.

Diikaz. Schéma (4.32) zapiseme ve tvaru

(4.34)  (A+20p) Ut
=0 (UM + U + (1= 0) p (U + U2+ [1—=2(1 = 0) p] U7

J
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Koeficienty na pravé strané jsou nezaporné a jejich soucet je (1 + 26 u) (koeficienty pred
dvojcleny pocitame dvakrat). Predpokladejme, ze U nabyvéa svého maxima na mnoziné
[0,1] x [0, tp41] v uzlu (z;,t,41), kde j € {1,...,J — 1}. Pak hodnoty U na pravé strané
vztahu (4.34) jsou mensi nebo rovny U;LH, a jelikoz soucet koeficientu je (1 + 26 p),
musi byt U = U ;-”1 v kazdém z péti sousednich uzlu v (4.34), pokud piislusny koeficient

je nenulovy. Je-li tedy 6 # 0, dostdvame U = Uyt = USH'. Je-li = 0, muzeme
zkonstruovat posloupnost bodu, az dosdhneme hranice. Tedy U]’-1+1 = Ul Stejnym
zpusobem lze postupovat pro minimum. O

Véta 4.5 Uvazujme posloupnost (h;, 7;) — (0,0) pro i — oo a necht pi; (1—6) < 1. Necht
chyba diskretizace odpovidagici schématu (4.32) konverguje k nule stejnomérné v mnoziné
[0,1] x [0, T]. Necht chyby v okrajovijch a poédtecnich podminkdch rovnéz konvergugi stej-
nomérné k nule pro i — oo. Pak aproximace dané schématem (4.32) konverquji stej-
nomérné v [0, 1] x [0, T] k Tesend rovnice (4.1) s konzistentnimi okrajovymi a pocdateénimi
podminkami.

Diikaz. Dle definice chyby diskretizace je pro e} = U} — u(x;,t,)

(4.35) (1+20p) el =0pu(eft] +elil)+ (1 —0) (e +efyy)

F1=2(1 =) ple —7e™? j=1,2..., -1, n=0,1,2,....

j j
Predpokladejme nejprve, ze e? =0,7=0,...,J,eg=¢€7=0,n=0,1,2,... a oznacme

n — n n+1/2 _ @+1/2

"o = max [eF], e = max |
Pak
(1+260p) [le" |l <20 ulle™ o + lle™lloo + 7 ™2 e »

a tudiz ||e" ™| < |le”|lo + 7 |le"Y?||.., z éehoz plyne

n—1

le"lo <7 ) g™l <7 max |em™* 2| =0 pro i— oo.
m=0,....,n—
m=0

Predpokladejme nyni, ze chyby v okrajovych a pocatecnich podminkéach jsou nenulové,
tj.

(4.36) 62:77?, j=0,...,J, e =m0, €;=n7, n=0,1,2,....

Pak e} = e} + €7, kde €} spliuje (4.35) s homogennimi pocdtecnimi a okrajovymi
podminkami a €7 splituje (4.34) a (4.36). Pak |le"||,, spliuje ptedchozi odhad a [|€"[|,, <
max{[ng*|, 0 <m <n; |99, 0< 5 < J; |97, 0<m < n} dle predchozi véty. O

Podminka pro platnost principu maxima je mnohem vice omezujici nez podminka
stability plynouci z Fourierovy analyzy. Naptiklad pro 6 = % dostavame p < 1.

Princip maxima predstavuje alternativni prostiedek pro ziskani podminek stability.
Oproti Fourierové analyze ma tu vyhodu, ze ho lze snadno aplikovat i na ulohy s nekon-
stantnimi koeficienty. Avsak snadné je odvodit pouze postacujici podminky stability.
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4.11 Obecnéjsi okrajové podminky

Nahrad'me Dirichletovu okrajovou podminku v bodé x = 0 okrajovou podminkou

(4.37) uz(0,t) = a(t) u(0,t) + g(t) Vit>0,
kde «a(t) > 0.
Nejjednodussi aproximace okrajové podminky (4.37) v case t = ¢, je
ur — Uy n n n n
ITOZQ UO +g ) « Ea(tn)7 g Eg(tn>7
z ¢ehoz plyne
1
4. Uy=p"U"-38"g"h kd "=
(4.38) o =P"Ul=p"g"h, e B l+amh

Nyni muzeme definovat #—schéma stejnym zpusobem jako vySe. Soustava je opét tridia-
gondalni a ma nyni J rovnic. Rovnice (4.38) je prvni rovnici této soustavy.
Z (4.38) plyne, ze v prvnim vnitinim bodé je

UM =Uy 22U+ U =Uy — (2= B8U— " g"h.
Dostavame tedy

U{1+1 _ U{z — Iue {U2n+1 _ (2 _ 5n+1) U1n+1 _ 6n+1 gnJrl h}
+p(l=0){Usy = (2= 8" U = 5" g"h},

z ¢ehoz plyne

M+0p2=""U =1 =1 =0 p@2—-F"NU +0pUy™ + (1—0) Uy
_Hh[96n+1gn+1+(1_9)5ngn]

Definujeme-li obvyklym zpusobem chybu diskretizace 571”1/ 2, plati pro chybu aproximace
et = U — u(xy,ty,)

M4+0p2— 8" =1 —(1—0)pu2— "] e +0ues™ + (1 —0)pey —rei ™,

Jelikoz se tato rovnice lisi od rovnic v ostatnich uzlech sité, nemuzeme pouzit Fourierovu
analyzu chyby. Lze vSak vyuzit princip maxima, nebot pro p(1—6) < 3 jsou vSechny koe-
ficienty nezaporné a soucet koeficientu napravo neni vétsi nez koeficient nalevo. Muzeme
proto odhadnout chybu aproximace pomoci chyby diskretizace stejné jako vyse.
Zbyva odhadnout 8?+1/ 2, Uvazujme piipad 6 = 0 (explicitni metoda). Pak
n+l _ 71711 2717 1
.

2Up B U - Uy
B2 h h

-a"Uy —g"|.
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Tedy (pii oznacent u}f = u(w;,t,))

n+l _  n 52 n n A n
711+1/2 _ W L | _5_ —z Uy — ol - g"
T h? h h
= fup+ Suat+ . (21, ) — [Ues + 5 Ysaaa B2+ -] (21, 80)
ﬁh [uz + 5 Uzz h+...—au— g] (x07 tn)

R % " Uy (20, t) -

Chyba diskretizace tudiz nekonverguje k nule. Dikaz konvergence chyby aproximace lze
sice zachranit, avsak diskrétni feseni je zatiZzeno pomeérné velkou chybou.

Zkusme jiny postup. Zavedeme fiktivni hodnotu U™, vné [0, 1], takze okrajovou pod-
minku (4.37) muzeme aproximovat vztahem

ur—-ury

(4.39) 57

=a" Uy +g".

V bodé x = 0 aproximujeme rovnici jako ve vnitinich bodech a za U"; dosadime z (4.39).
Pak

U[1)1+1 _ Ug]m — uH[UfH _ 2U6L+1 4 (U{?ﬁi’l _ 2han+1 U6L+1 _ thn+1>]
Fu(l=0)[UF =208 + (U} —2ha" Ul —2hg")],
z ¢ehoz plyne
1+20p(1+a™ AU =1 -2(1—0) (14 a™h)| U}
F20puUr ™ +2(1—0) pUP —2uh[0g"™ + (1 —0) g"].

Pokud 4 (1—6) (1+a™h) < 3, je mozno chybu aproximace opét odhadnout pomoci chyby
diskretizace Postupem zalozenym na principu maxima. Chyba diskretizace je v tomto
pifpadé ey O(T + h).

4.12 Obecnéjsi linearni rovnice
Uvazujme nejdiive rovnici
U = bUgyy Vt>0, x€(0,1),

kde b = b(z,t) > 0. Explicitnimu schématu (4.6) pak odpovida diskretizace

n+1 n n n n n
Ut = U +ﬁbj (U, —2U" + U™ ),

kde b} = b(z;,t,). Stejné jako difve ziskdme

%b(x,t) Uppaw B2+ .. ..

ens(z,t) = Luy T — 5

2
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Konvergenci lze dokazat stejnym zpusobem jako pro b = 1, ale podminku stability je
tfeba nahradit podminkou

—b(a: t) <

1
h? 2

Odhad chyby pak je
]Uj”—u(xj,tn)lgT( M1T+ BM2h2)

kde B > b(x,t) V (z,t) € [0,1] x [0,T].
f—schéma lze definovat ruznymi zpusoby. Jednou moznosti je uvazovat
n+1 n __ * 2 rrn+1 27171
UjJr - U} = ﬁb[eé UJr +(1—-0)0, U],

kde b* je néjakd vhodnd hodnota. Nabizi se polozit b* = b"H/ 2 Rozvoj chyby diskretizace

je pak stejny jako diive az na prenasobeni faktorem b. Rovnez konvergenci lze dokazat
jako diive pomoci principu maxima, avsak potiebujeme, aby

(1= 6)b(x,t) <

N | —

h

Je téz mozmé polozit b* = (b + b7), coz nezhorsi odhad chyby diskretizace, nebot
b* = [b + % btt 7'2 + .. .](xj,tn+1/2).
Nejobecnéjsi tvar linearni parabolické rovnice druhého fadu je

(4.40) U =bugy —auy, +cu+d YVt>0, ze(0,1),

kde a = a(z,t), b = b(x,t), ¢ = c¢(x,t), d = d(z,t) jsou dané funkce, pticemz b > 0.
Explicitni schéma je prirozené uvazovat ve tvaru

n+1 n n n n n n
Ut Uy Ui 2054 U U U

(4.41) = § - —af T Uy dy
Oznacime-li -
%_ﬁwa vj =345,

zjistime, ze chyba aproximace splnuje
et =1 =2p 471 el + (1) — v e+ (W + 5 el — Tl

Abychom pfti odhadu chyby mohli postupovat jako diive, musime zajistit, ze koeficienty
jsou nezaporné a jejich soucet neni vétsi nez 1. To vyzaduje

(4.42) il < ug, 2 — e <1, r<0.

Specidlné (dle prvni podminky) musi byt

a?]

h
b

<1

T3
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a toto omezeni implikuje omezeni 7 prostifednictvim druhé podminky:
h2

TS o055 -

V mnoha tlohdch z praxe je [a}| > b7, coz vyzaduje velmi malé prostorové a casové kroky.
Jednoduchy zpusob, jak tento problém napravit, je pouzit aproximace

h

Uj — UY
h

Funkci @ muzeme interpretovat jako rychlost latky, v niz sledujeme rozlozeni veli¢iny u,
ve sméru kladné z—ové poloosy. K diskretizaci u,(z;,t,) tedy vyuzivame hodnoty u z té
strany, odkud se do bodu z; v case t,, latka pohybujeme. Hovoiime proto o diskretizaci
typu upwind.

Predpokladejme pro jednoduchost, ze a(z,t) > 0 a c(z,t) = 0. Explicitni schéma m4
pak tvar

je-li a(xj,t,) >0,
ux(xﬁtn) ~

je-li a(z;,t,) <O.

n+1 n n n n n n
Al L g s S

h? J 2h

-
coz dava
= (1= 20 = 7)€ i+ () + 7)o =
Aby vsechny koeficienty na pravé strané byly nezaporné, potiebujeme nyni pouze podmin-
ku 27 + ) < 1. Stabilita tedy nevyzaduje zddné omezeni prostorového kroku /. Cenou
za to je, ze nyni mame pouze €} = O(h + 7).
Nékdy se muzeme setkat s parabolickou rovnici v samoadjungovaném tvaru

ur = (p(,t) uy)z Vi>0, z€(01),

kde p > 0. Rozderivovdnim muzeme tuto rovnici prevést do tvaru (4.40), ale obvykle je
vyhodnéjsi zkonstruovat diferencni aproximaci pivodniho samoadjungovaného tvaru:

[(pue)el(z) tn) = % [(puz)(@js1/2,tn) — (PUz) (@172, 1n)]

1 T n n 7 n n
2 [pj+1/2 (Uj+1 - Uj) —Pj-1/2 (uj - uj—l)] :

Explicitni diferenéni schéma ma tedy tvar

U;H_l - an _ p?+1/2 (U]n-&-l - an) _p?71/2 (an - U? 1)

T h? ’

a tudiz
-

U}LH =[1—pu (p?+1/2 +p§°_1/2)] U]n + Mp?+1/2 U]n+1 + #p?—l/Q U;’l—l ) = e
Chybu aproximace muzeme tudiz vySetifovat stejnym zpusobem jako diive, budou-li vse-
chny koeficienty nezaporné, coz je splnéno, pokud p P < %, kde P spliuje p(x,t) < P
v uvazované oblasti. Mame tedy omezeni stejného typu jako diive.

Ztejmym zpusobem lze na vyse uvazované obecnéjsi rovnice zobecnit —schéma vedouci
k implicitnimu schématu.
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5 Parabolické rovnice ve dvou prostorovych dimen-
zich

Necht Q C R? je omezena oblast. Hledame funkci u = u(x,y,t) definovanou pro (z,y) €
a t > 0 takovou, ze

(5.1) U = AU = Ugy + Uy V>0, (x,y) €,
(5.2) u(z,y,t) =u’(z,y,t) V>0, (z,y) €09,
(5.3) u(z,y,0) = u’(x,y) ¥ (r,y) €9,

kde u® a u° jsou zadané funkce.

Predpokladejme nejdiive, ze Q@ = (0, X) x (0,Y), zvolme J,, J, € N a polozme h, =
X/Jy, hy =Y/ J,. Oblast Q2 pokryjeme rovnomérnou pravothlou siti s krokem déleni h, v
r-ovém sméru a h, v y-ovém smeéru. Uzly prostorové sité jsou (z,,ys) = (r ha, s hy), kde
r=20,1,...,Jp,as=0,1,...,J,. Pfiblizné feSeni znacime

Uy = u(r,, ys, tn) r=0,1,....J,, s=0,1,...,J,, n=0,1,2....
Nejjednodussi explicitni diferenéni schéma je
U;;H - U;,Ls 537 U;ls 5; U:ls

- — h%’ + hz’, ’I":]_’...,Jx—l’ s:]_"”’Jy_l‘

Hodnota U"{! je uréena hodnotami U" .’ i ;M

bodovém schématu. 7
Vlastnosti schématu lze analyzovat analogicky jako v jedné dimenzi. Chyba diskreti-
zace je

n n n n . S S
s Ut s Ulsyq, Ul g5 hovorime o tzv. péti-

e(z,t) = %utt T— % [Ugzze h2 + Uyyyy h;] + ...
Za predpokladu omezenosti uvedenych derivaci a pri
T T

,uq;_‘_uyS%, kde ,[L:C:ﬁa My:h27
z Y

dostaneme stejné jako v jedné dimenzi pro chybu aproximace
le oo < T (5 My 7+ 15 My hi + 15 M3 hy).

Lze rovnéz aplikovat Fourierovu analyzu stability. Pro U, = A" ellke rhathy shyl dostaneme
amplifika¢ni faktor

A= AKk)=1—4|p, sin’ kx;x + p1, sin? % ,

kde k = (k;, k,). Vidime, ze |A(k)| < 1V k prévé tehdy, kdyz p, + p, < 3.
Ztejmym zpusobem muzeme téz rozsitit do dvou dimenzi f—metodu. Specialné metoda
Crankova—Nicolsonové bude
(1= 5 10 03 = 51y 0) UPFt = (14 G410 02 + 541 63) U,

Soustava rovnic jiz neni tridiagondlni a jeji vyfeSeni je podstatné drazsi nez vypocet
hodnot U]f"jl u explicitni metody. Hleddame proto jiné moznosti, jak ziskat nepodminéné
stabilni metodu.
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5.1 Metoda stiridavych sméra

Uvazujme nésledujici modifikaci schématu Crankova—Nicolsonové:

(5.4) (1= 312 02)(1 = 21y 82 UZE = (14 4 0y 02)(1+ oy 62) U2,
Dodatecéné ¢leny ve schématu nezhorsi chybu diskretizace, nebot
1 o o (@, y t+57) —ulz,y,t —57) ™ L,
7 Ha ly 03 0, - N T 0 0, ue(z,y,t)
'y
1
Z uzxyyt (.1', Y, t) 7—2 )
a tudiz ep, 5, » = O(h2 + h; + 72). Prednost schématu tkvi v tom, ze vypocet Ulf" lze
rozlozit na feseni problému s tridiagondlnimi maticemi. Zavedeme mezivysledek Uyy 2 4

(5.4) zapiseme v ekvivalentnim tvaru

(5.5) (1—2ip, U =1+Lp,)ur, r=1,....J,—1, s=1,...,J,—1,

(5.6) (1—21p,a)Urft =0 +3p, 00U, r=1,...,J,—1, s=1,...,J,— 1.

Vypocet Uy 12, (5.5) predstavuje vyfeseni .J, — 1 soustav linedrnich rovnic fadu J, — 1.
Podobné (5.6) sestava z J, — 1 soustav linedrnich rovnic fadu J, — 1. Kazd4 ze soustav
ma tridiagonalni matici a provedeni jednoho ¢asového kroku je tak mnohem rychlejsi nez
feSeni soustavy linedrnich rovnic odpovidajici Crankové-Nicolsonové metodé. Vypocetni
narocnost je asi trojnasobna ve srovnani s jednim krokem explicitniho schématu. Dosaze-
nim Fourierova élenu \* ellfzmhathky shyl qo (5.4) ziskdme

(1 — 2 1, sin? s hx) (1 — 21ty sin? M)
AE) = 2 2
. Qkxhz : 2kyhy

1+2p, sin — 1+2p, sin 5

z ¢ehoz plyne, Ze schéma (5.4) je nepodminéné stabilni.

6 Numerické reseni eliptickych parcialnich
diferencialnich rovnic 2. fadu

6.1 Diskretizace Poissonovy rovnice
Uvazujme modelovou tlohu
(6.1) ~Au=f vQ:=(01), uw=0 na .

Mnozinu Q pokryjeme rovnomérnou étvercovou siti s J intervaly v kazdém sméru, ¢imz
vzniknou uzly (z,,ys) := (rh,sh), r,s =0,...,J, kde h = 1/J. Oznac¢ime

No = {(zr,ys); rys € {L,...,J —1}},
NBQ = {(ZL‘T,O), (mT71)7 (Ovys)v (Lys); SRS {077‘]}}
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Pak Nqg C Q a Nyo C 09, tj. Nq je mnozina vnitinich uzli a Nyq je mnozina hrani¢nich
uzlti. Resenf u tlohy (6.1) budeme v uzlech (z,,y,) € No U Naq aproximovat hodnotami
U, s. Déle zavedeme oznaceni u, s := u(z,,ys) a frs = f(@r,ys).

K diskretizaci ulohy (6.1) pouzijeme v kazdém vnitinim uzlu (x,.,ys) € Ng aproximaci

62 Uy 02 Uy g
(Au)(@r,Ys) = Uaa(Tr, Ys) + Uyy(Tr,Ys) & h? -t yhz
o ur+1,s - 2ur,s + ur‘fl,s + ur,s+1 - 2ur,s + ur,sfl

h? h? ’

coz nas vede k ndsledujici definici pfiblizného reseni {U,. s} _o:

4 U’/‘,s - U’r‘-l—l,s - Ur—l,s - Ur,s—l—l - Ur,s—l
(6.2) 2 = frss ros=1,...,J—1,

(63) UT’OIUTJ:UO,SIUJSIO, T,SIO,...,J.

)

K urcenf piiblizného fesenf je tedy tieba vytesit soustavu (J—1)? linedrnich algebraickych
rovnic.

6.2 Konvergence pribliznych reSeni
Necht U = {Uns};]’ .o je libovoln4 sitova funkce a definujme operéator L; vztahem

4 Ur,s - Ur l,s — Ur—l,s - Ur,s 1 Ur,s—l
(LpU)ys = ks 2 * , rs=1,...,J—1.
Misto (L U), s budeme uzivat jednodussi znaceni Ly, U, s. Pak tlohu (6.2)(6.3) muzeme
ekvivalentné zapsat ve tvaru

(64) LhUp:fp \V/PGNQ, Up=0 VPEN@Q,

kde pro uzly sité nyni pouzivdme znaceni P misto (z,,ys). Pozdéji ukdzeme (viz dusle-
dek 6.1 na str. 64), ze operator L; spliuje diskrétni princip maxima

(6.5) L,Up <0 V P € Nq = max Up < max Uy .

PENgq QENsq

Podobné jako u evolucénich tloh muzeme princip maxima vyuzit k odhadu chyby apro-
ximace. Nejprve definujeme chybu diskretizace

57’,5::Lhur,s_f7’,sa r,s=1,...,J -1,
coz muzeme ekvivalentné zapsat ve tvaru
(66) Ep = LhuP—fp V P € Nq.

Pouzitim Taylorova rozvoje ziskdme pro libovolné P € Ng

1
6.7)  |ep| < —= (My + My) h*, kde My = max |Uppee|, Ma = max |[uyy,,| .
Q Q

12
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Pomoci (6.6), (6.4) a (6.1) zjistujeme, ze chyba aproximace ep := Up — up splituje
(68) Lyep=—¢p \V/PGNQ, ep=20 V P € Nyq .

Vztah (6.8) ndm umoznuje pomoci diskrétniho principu maxima (6.5) a odhadu chyby
diskretizace (6.7) odvodit odhad chyby aproximace. Za tim tucelem je potieba definovat
vhodnou funkei spliujici levou stranu implikace (6.5), k éemuz podobné jako u odvozeni
odhadu chyby aproximace pro diskretizaci obecné Cauchyovy tlohy v ¢ésti 2.2 vyuzijeme
tzv. srovndvaci funkci ®. V tomto pripadé ji muzeme definovat vztahem

O(z,y) = (x—3)°+(y—3)°

Funkei @ prifadime sitovou funkei {®p} pengunyg, kde @p = ®(P). Jelikoz funkce ® mé
nulové ¢tvrté derivace, plyne ze (6.7), ze

th)p:(—Aq))(P):—4 V Pe Ng.

Oznacme )

1h
\I’p ZI€P+ZE(M1+M2>(I)P.

Pak

2 2

h h
Lh\I/p:Lhep—E(Ml—i-MQ):—&TP—E(Ml—FMQ)SO VY P € Nq

a podle (6.5) je

1 K2
Up< - = _
P S 1 (Mt M) max @q

h2

12(M1+M2) V P e Nq.

ool

Jelikoz ep < Up, dostavame
1
UP—UP S %(M1+M2)h2

Oznacéime-i ¥p := —ep + }l % (M 4+ My) ®p, ziskame stejny odhad pro —(Up — up). Je
tedy

1
‘Ur,s_u(xmysﬂ§%<M1+M2)h2 Vrosed0,...,J}.

6.3 Obecnéjsi rovnice difiize

Uvazujme tlohu

(6.9) —div(aVu)=f v Q, apu~+ o % =g nadfl,
n

kde Q je omezend oblast v R2 n je vnéjsi jednotkova normala k 992, a je hladkd funkce
splnujici a(z,y) > ag > 0 a g, ag jsou konstanty spliujici

ag >0, a; >0, ag+a; > 0.
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Rovnice (6.9) popisuje difizi veliciny u v nehomogennim izotropnim prostredi. Pokud
je a(z,y) = €, jednd se o diftzi v homogennim izotropnim prostiedi a rovnice (6.9) se
redukuje na rovnici (6.1).

Oblast €2 pokryjeme pravidelnou obdélnikovou siti s krokem h, ve sméru osy x a
s krokem h,, ve sméru osy y. Uzly sité, které lezi vedle sebe na nékteré ze sitovych pifmek
nazyvame sousedni. Kazdy uzel ma tedy ctyti sousedni uzly. Uzly lezici v €2, jejichz vSichni
ctyti sousedé lezi v Q nazyvame requldrni uzly. Uzly lezici v €, jejichz néktery soused nelezi
v Q nazyvame nerequldrni uzly. Pokud € je mnohothelnik, jehoz hrany jsou rovnobézné
se soufadnymi osami, muzeme zkonstruovat sit tak, aby neobsahovala nereguldrni uzly.
U oblasti s komplikovanéjsi hranici to vSsak obecné nelze.

Pro diskretizaci tlohy (6.9) se nabizi levou stranu parcialni diferencidlni rovnice roz-
derivovat a derivace funkce u aproximovat diferencnimi kvocienty uvazovanymi diive.

Oznaéime-li b = —a,, ¢ = —a,, muzeme rovnici (6.9) zapsat ve tvaru

(6.10) —aAu+bu,+cu,=f vQ

a v regularnich uzlech (z,,ys) aproximovat pouzitim centralnich diferenci, ¢imz ziskdme
62U,s 0 Ups Ao U, Aoy U,

6.11 —q,, (s GuTre) g B0etvs o DU oo

(o-10 T T R e T

Snadno lze ukazat, Ze chyba diskretizace je druhého fddu v h, a h,. Pozdéji uvidime,
ze k platnosti diskrétniho principu maxima je potieba, aby koeficienty schématu (6.11)
v uzlech sousedicich s uzlem (z,,ys) byly nekladné. Avsak koeficient u U,_; ¢ je roven
—(2a5 + brshy)/(2h2) a koeficient u U115 je —(2ay5 — b5 hy)/(2h2). Musi tedy byt
|bys| he < 2a, 5 a podobné |¢, 5| hy < 2a,s. Z toho tedy plyne, ze tam, kde a je malé, ale
rychle se mén{ (a m4 tudiz velké prvni derivace), musime pouzit dostatecné jemnou sit.

Je proto vyhodnéjsi diskretizovat piimo rovnici (6.9), kterd ma podle definice diver-
gence tvar

_(aux)x_(auy>y:f v Q.

Ukazme si podrobné aproximaci vyrazu (au,), v regularnim uzlu (z,,ys). Oznacime-li
Tppl = Ty £ 5 ha, pak

(a uﬂ?)(aerr%? yS) - (a ux)(xr7%7y5>
I

~ 1 <(I Ur41,s — Urs a Ups — ur—l,s)
~ — P ——— — 1
r+5,8 r—5,8
hy 2 hy 2 Dy

1
~ h_% (ar+%73 (UTJrl,s - Ur,s) - a'rf%’s (Ur,s - Urfl,s)> .

(a ux)x(xry ys) ~

Analogicky postupujeme u vyrazu (aw,),, ¢imz ziskdme pro aproximaci rovnice (6.9)
schéma,

1
(6'12) - h,_% <ar+%,s (Ur—i-l,s - Ur,s) - ar—%,s (Ur,s - Ur—l,s))
1
- h_g (a'r,s—i-% (UT75+1 - UT,S) - a’r,s—% (UT,S - UT,s—l)) = fr,s .
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Toto schéma lze zapsat v kompaktnim tvaru

0x(ad, U)  dy(ad,U) B
(M)

Je vidét, ze koeficienty schématu (6.12) jsou v uzlech sousedicich s uzlem (z,, y,) nekladné
bez jakéhokoli omezeni na sit.

\N
B

w P A\ E

S

Obréazek 4: Nereguldrni uzel v blizkosti zakfivené hranice.

6.4 Diskretizace tlohy (6.9) v neregularnich uzlech

V této ¢ésti si ukazeme, jakym zpusobem lze diferencni schémata (6.11) a (6.12) modifi-
kovat v neregularnich uzlech.

Uvazujme nejprve situaci znazornénou v obr. 4. Uzel P lezi v oblasti €2 v blizkosti
zakiivené hranice, piicemz jeho sousedni uzly S a W lezi v , zatimco zbyvajici dva
sousednf uzly E a N v Q nelezi. Prisecik hranice s tseckou PFE je oznacen A a prusecik
hranice s tuseckou PN je oznacen B. Predpokladejme, ze na uvazované ¢asti hranice je
predepséna Dirichletova okrajovd podminka (tj. v (6.9) je ag > 0 a oy = 0). V bodech A
a B tudiz zname hodnoty feSeni v a tedy i priblizného teseni U.

Necht |PA| =6 h,, 6 € (0,1). Pak hodnoty funkce u v bodech A a W muzeme vyjadrit
pomoci nasledujicich Taylorovych rozvoju:

1 o%u
ur =Y PV Oha)' uw =3 o (P) (<ha)"
k>0 k>0

Tedy
ua +O0uy = (1 +9)up+%9(1 + 0) upe (P) h2 4+ O(0 BE)
up — 0 uw = (1 —0*)up +0 (14 0) uy(P) hy + O(6% h3),

z ¢ehoz plyne

ua—Puw — (1 —60*)up
(6.13) w(P) = o

uas+Ouy — (14 0)up
$0(1+6)h2

+O(h2),

(6.14) Uga(P) =

+O(hy) .
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Podobné muzeme postupovat pro body S, P, B a odvodit aproximace derivaci u,(P) a
Uyy(P). Dosazenim do (6.10) ziskame modifikaci schématu (6.11) v nereguldrnim uzlu P.
Pro platnost principu maxima musime samoziejmé obecné opét pozadovat omezeni kroku
sité, jako tomu bylo v regularnich uzlech.

Obrazek 5: Dalsi znaceni v okoli neregularniho uzlu.

Aproximujeme-li piimo rovnici (6.9), muzeme i v neregularnim uzlu postupovat ana-
logicky jako pii odvozeni schématu (6.12). Oznacime A, B, W a S stiedy tsecek PA, PB,
PW a PS, viz obr. 5, a uvazujeme aproximace

(ate)(A) — (aus) (W)

(aug).(P) =~

(A=W
1 uA—uP_aiuP—uW
S AW\ AP T T PW
1 aiUA—UP_aiUP—UW
”§(1+9) A 0h, W hy, ‘

Analogicky lze aproximovat (auy),. Oznacime-li ¢ := |PB|/h,, dostavame v bodé P
sitovou rovnici

1
6.15 ——(*U—U —Oay (Up — U )
(6.15) TG+ 0) 2 az (Ua —Up) — O ay (Up — Uw)

1

_W<GB(UB — Up) —gbag(Up — Us)> = fp.

Pro § = ¢ = 1 ziskdvdme rovnici (6.12). Je-li a = const., je sitovd rovnice shodnd se
sftovou rovnici ziskanou pomoci (6.14). Vyhodou (6.15) vSak je, Ze v obecném pifpadé
koeficienty splnuji podminky pozadované pro princip maxima, aniz by bylo nutno omezit
velikost kroku sité.

Rovnici (6.15) Ize téZ odvodit pomoci integralniho tvaru rovnice (6.9). Necht V je
obdélnik (tzv. kontrolni objem), jehoz hrany jsou rovnobézné se sifovymi pifmkami a
prochézeji body A, B, W a S, viz obr. 6. Integraci rovnice (6.9) pres kontrolni objem V
a aplikaci Gaussovy véty o integraci ziskdme

(6.16) /fdxz—/ div(aVu)dx:—/ a%dcr,
v 14 ov  On
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aproximaci

[ Fdom VI =5 0401+ 6 hahy fo
14

Integral na pravé strané identity (6.16) rozdélime na integraly ptes jednotlivé hrany
obdélniku V' a kazdy z nich aproximujeme zv14ast. Napi. integrél pies hranu V' prochdzejici
bodem S muzeme aproximovat vyrazem

1 ou

Us —Up

(5) ~ "

% (140) hyag
Aproximujeme-li obdobné integrdly pies ostatni hrany V', ziskdme sitovou rovnici (6.15).

Pouziti integrélniho tvaru (6.16) pro odvozeni sitové rovnice v nereguldrnim uzlu je
zejména vyhodné, pokud je na ¢asti hranice v blizkosti tohoto uzlu predepsana okrajova
podminka obsahujici derivaci, nebot pak je odvozeni vhodné diskretizace podstatné kom-
plikovanéjsi nez v dirichletovském pripadé. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze hranice
oblasti Q v blizkosti nereguldrniho uzlu P protind pouze svislé sitové pifmky (viz obr. 7)
a ze je na této ¢asti hranice predepsana Neumannova okrajova podminka

gu _
on Y
N
1T I
;V . -
wl W Pl E |E
_____ -
S

Obrazek 7: Konstrukce kontrolniho objemu V' v blizkosti neumannovské hranice.
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(tj. v (6.9) je ap = 0 a a3 = 1). Kontrolni objem V' nyni definujeme tak, ze ¢ast jeho
hranice je tvofena ¢asti LBR hranice oblasti 2 a zbyvajici ¢ast jeho hranice sestava
z usecek kolmych k sifovym piimkdm a protinajicich usecky PE, PW a PS v jejich
stfedech E, W a S. Oznaéime |WL| = ¢, hy, |ER| = ¢o h, a |LR| = ¢ h,. V integrdlnim

tvaru (6.16) aproximujeme levou stranu vztahem

[ rae~

integraly pres rovné ¢asti 0V aproximujeme analogicky jako vyse a pro integral ptes oblouk
LBR pouzijeme vztah

<1+¢1+¢2>hzhny>

N | —

0
/ a—udJ%aBnghx.
LBr  On

To vede k diferen¢ni rovnici

2¢2+1 - _ . 2¢1—|—1 o _
(6.17) — (ErSwnyri (Ug — Up) (Erayy ay (Uw — Up)
2 g _ 2¢Yapygs
_<1+¢1+¢2>h§aS(US V)= Ir Y g s oy

Pokud hranice oblasti Q protina sitové pifmky v blizkosti uzlu P tak jako na obr. 4,
je zdkladni myslenka odvozeni sitové rovnice v uzlu P stejnd jako vyse, avSak konstrukce
kontrolniho objemu V' a aproximace integralu pres jeho hranici je komplikované;jsi.

6.5 Princip maxima pro diskretizace eliptickych uloh

Predpokladejme, ze jsme diskretizaci tlohy (6.1) ¢i jiné linedrni eliptické tlohy ziskali
v kazdém bodé P € Ng sitovou rovnici

(6.18) LyaUp = fp+apr,

kde gp je uréeno okrajovymi podminkami jinymi nez dirichletovskymi. Pifkladem sitové
rovnice s nenulovym ¢lenem gp je rovnice (6.17). Mnozina Nq obsahuje vsechny uzly lezici
v oblasti €, ale muze obsahovat i nékteré body na hranici 2, v nichz je pfedepsana jina
okrajova podminka nez dirichletovska. Déle zavadime mnozinu Nyq sestavajici z bodu
na hranici €2, v nichz je predepsana Dirichletova okrajova podminka. Body mnoziny Nyq
mohou nélezet mezi uzly sité pokryvajici oblast Q nebo mohou byt priseciky sitovych
pifmek s hranici 0 jako napi. body A a B v obr. 4. Ptiblizné feseni {Up} v rovnici
(6.18) predstavuje mnozinu hodnot v bodech mnoziny Ng U Nyg.
Cinfme nésledujici predpoklady o operatoru L, a mnozindch Ng a Naq:

(P1) Pro kazdé P € Nq definujeme mnozinu Np C (Ng U Naq) \ {P} a predpoklddame,

ze

(6.19) LhUp:CpUp— Z CPQUQ,

QENPp
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kde

(620) CPQ>O VQGNP, cp > Z CpQ -

QENP

(P2) Mnozina Nq je souvisld v tom smyslu, ze

VP QeNg AP,...,P, € Ng :
P, € Np, PzENpl,...,PmGNpm_l,QENpm.

(P3) 3P € Ng,Q € Ngo : Q€ Np.

Lze snadno oveéfit, ze rovnice (6.2), (6.12), (6.15) a (6.17) spliuji (6.19) a (6.20) (misto
druhé nerovnosti v (6.20) plati ve v8ech ¢tytech pripadech rovnost). Pro diskretizaci (6.2)
Poissonovy rovnice je splnén téz prepoklad (P2) o souvislosti mnoziny Ng. Predpoklad
(P3) implikuje, Ze na ¢&sti hranice oblasti 2 je predepsana Dirichletova okrajové podmin-
ka. Pro diskretizace (6.2) i (6.15) je piepoklad (P3) zfejmé splnén.

Nyni zformulujeme a dokdzeme diskrétni princip maxima pro vySe uvedeny opera-
tor Ly,.

Véta 6.1 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3). Pak pro libovolnou sitovou funkci
{Up} Penqun,, plati

(6.21) L,Up <0 V P e Ng = max Up < max Ug,
PENq QENsq

(6.22) L,Up >0 V P e Ng = min Up > min Ug ,
PeNq QENyo

kde Uy = max{Ug,0}, Uy, = min{Uyq, 0}. Specidlné

(623) L,Up=0 V P e Nq = max |Up‘ < max |UQ’ .
PeNg Q€eNagq

Diikaz. Necht plati levd strana implikace (6.21) a ozna¢me Mg := maxpen, Up a Mpq :=
maxgen,, Ug- Je-li Mg < 0, pak (6.21) trividlné plati. Necht tedy Mq > 0 a predpoklédej-
me, 7ze Mg > Mpq. Necht P* € Ngq je takovy, ze Mq = Up-. Pak

1
(6.24) Mo=Up <— Y  cpqUq< M,

CP* QeNp-

kde prvnf nerovnost plyne z toho, ze L Ups < 0, a druhd z (6.20). Vztah (6.24) muze
platit pouze tehdy, pokud v ném plati rovnosti, a z (6.20) pak plyne, ze Uy = Mq pro
vSechna ) € Np-. Ze souvislosti mnoziny N, formulované v predpokladu (P2) pak plyne,
ze Up = Mg pro vSechna P € Ng. Konecné z predpokladu (P3) plyne, Ze existuje Q € Nagq
takové, ze Uy = Mg, coz je spor s piedpokladem, ze Mg > Maq. Je tedy Mq < Mpq,
tj. plati (6.21).

Plati-li leva strana implikace (6.22), pak {—Up}pengun,, spliuje levou stranu impli-
kace (6.21), a tudiz
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— min Up = Up) < —Ug)" = —Ug) = — Ug
P U = RO = a0 = g ) = g, e

tj. plati (6.22).
Plati-li levd strana implikace (6.23), pak {Up } penguNso 1 {—Up } PeNgun,,, SPINU)T levou
stranu implikace (6.21), a tudiz pro libovolné P € Ng plati

U max US, —Up < max (=Up)™" = Up| £ max |Up]|,
P= QENy, @ P_QENaQ( Q) Ul _QGN69| Q|

coz dava (6.23). O

Dusledek 6.1 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3) a navic

(625) Cp = Z CPQ V P e Nq.
QeNp

Pak pro libovolnou sitovou funkci {Up} penguny, plati

. <

(6.26) L,Up<0 VY P& Nq = ]rjréé]xv)é Up < Qrgj%giz Ug,

(6.27) L,Up>0 VY P& Nq = min Up > min Up.
PeNgq QENsq

Diikaz. Necht plati levd strana implikace (6.26) a ozna¢me M := mingen,un,, Ug. Bud
Up =Up—M pro vSechna P € Nq U Nyq. Pak Up > 0 pro vSechna P € N U Nyq a
diky (6.25) je Ly Up = Ly Up < 0 pro véechna P € Ng. Pouzitim (6.21) ziskdme

(max Up> — M = max ﬁp max UQ = max UQ ( max UQ> - M,

PeNgq PeNq QENsq QENsq QENsq

z ¢ehoz plyne (6.26). Implikace (6.27) se ziskd prechodem k {—Up}pengun,,, @ aplikaci
implikace (6.26), analogicky jako bylo ziskano (6.22) z (6.21) v dukazu véty 6.1. O

Stejné jako ve spojitém piipadé plyne z diskrétniho principu maxima formulovaného
ve vété 6.1 jednoznacnost feseni ulohy
(6.28) L,Up = fp+qp V P € Nq,
(6.29) Up =gp V P € Naq,
kde gp := g(P) udava Dirichletovu okrajovou podminku v bodé P. Jelikoz tloha (6.28)—

(6.29) je linedrni a konec¢né rozmérnd, plyne z jednoznacnosti téz existence feseni, jak
ukazeme v nasledujici véte.

Véta 6.2 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3). Pak pro libovolnou pravou stranu
ma tloha (6.28)—(6.29) prdvé jedno resent.

Diikaz. Uloze (6.28)(6.29) odpovida soustava linedrnich algebraickych rovnic se étverco-
vou matici pro nezndmé hodnoty {Up} peny,- Uloha je tedy jednoznaéné fesitelnd prave
tehdy, kdyz homogenni soustava m4a pouze trividlni reseni. Je-li vSak prava strana v (6.28)—
(6.29) nulové, dostavame z (6.23) ihned, ze Up = 0 pro vSechna P € Ng. O
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6.6 Odhad chyby aproximace

V této casti odvodime obecné odhady chyby aproximace pro tlohu (6.28)—(6.29), pficemz
zobecnime odhad chyby aproximace provedeny na zacatku této kapitoly pro diskretizaci
Poissonovy rovnice.

Necht u je fesen{ spojité ilohy, kterou aproximujeme pomoci diskretizace (6.28)—(6.29).
Jako obvykle zavadime chybu diskretizace

ep:=Lpup— fp—qp V P € Nq,

kde up = u(P). Predpokldddme, ze ptiblizné teseni spliuje stejné Dirichletovy okrajové
podminky jako Feseni presné, tj. Up = u(P) pro vSechna P € Njq. Pak chyba aproximace
ep := Up — up opét spliuje

Lyep=—¢p \V/PGNQ, ep =20 V P € Nyq .

Véta 6.3 Necht jsou splnény predpoklady (P1)-(P3) a necht ® je nezdpornd sitovd funkce
definovand na Ng U Naq spliujici

L, ®p < -1 V P € Nq.

Pak pro chybu aprozimace odpovidagici diskretizaci (6.28)—(6.29) plati odhad

< 20) ( ).
s el = (gog, 90 (s ol

Diikaz. Bud D := maxpep, |ep|. Pak
Lh(D(I)pzl:ep):DLh(I)p:F€p§—D:F€p§0 V P € Nq,
a tudiz podle (6.21) plati pro libovolné P € Ng

+ep < DPptep < max (DPp+eg)” =D max P,
P= P p= QENBQ( Q Q) QENBQ Q

z ¢ehoz plyne dokazovany odhad. U

Zatimco odhad chyby diskretizace je pomérné snadny, nalezeni srovnavaci funkce ®
nemusi byt vzdy jednoduché. Tato funkce neni samoziejmé urcena jednoznacné a cilem
je nalézt takové @, aby maxgen,, Po bylo co nejmensi.

Pro tlohu (6.1) a diskretizaci (6.2)—(6.3) plyne z véty 6.3 odhad |Up — up| < C h?
pro libovolné P € Nq. Bude-li viak mit € zakfivenou hranici, ziskdme odhad |ep| < C h?
pouze v reguldrnich uzlech, zatimco v uzlech u hranice budeme mit obecné jen |ep| < C'h
(viz vztah (6.14)). Aplikaci véty 6.3 pak dostaneme pouze |Up — up| < C'h pro P € Ng.
Tento odhad vsak neni optimélni a lze ho zlepsit pouzitim nasledujici véty.

Véta 6.4 Necht No = Ny U Ny, kde Ny N Ny = (). Necht jsou splnény predpoklady (P1)-
(P3) a necht ® je nezdpornd sitovd funkce definovand na No U Naq spliugici

th)PS—C1<O VP€N1, th)p§—02<0 VPeN,.
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Necht chyba diskretizace odpovidajici loze (6.28)~(6.29) splriuje
|€p|§D1 VPENl, ‘EP‘SDQ VPGNQ.
Pak pro chybu aproximace plati odhad

D, D
max |ep| < ( max QDQ) max{ L 2}.

PeNg QEN0 Cy Oy
Dikaz. Oznacime-li
D := max {& &}
Cy Cy )7
muzeme dukaz provést analogicky jako pro vétu 6.3. O

Priklad 6.1 Uvazujme 1ilohu (6.1) s Q := {(x,y) € R?; 2*> + y*> < 1}. Oblast Q po-
kryjeme rovnomérnou c¢tvercovou siti s krokem h a v requldrnich uzlech pouZijeme schéma
(6.2), zatimco v nerequldrnich uzlech pouzijeme pro druhé derivace aprozimace typu (6.14).
Aplikaci véty 6.4 odvod'te odhad chyby aprozimace, kteryj je druhého vddu v h.

Reseni: Nechf N; je mnozina uzlii z Ng, jejichz viechny sousedni uzly lezi v Q a Ny :=
Nq \ N;. Podle (6.7) a (6.14) plati

lep| < K1 h®* YV P €Ny, lep| < Koh VY PEN,.
Necht ¥(z,y) = 2 + y* a polozme
Op =MV (P) VP € Ng, Op =MV (P)+ My VY P € Npyq,
kde M, M; jsou kladné konstanty, které budou urcéeny pozdéji. Pak
Lp®p =M L,Vp =DM (—AV)p = —4 M, VPeN;.

Je-li P € Ny, uvazujme napf. situaci z obr. 4 a aproximaci u,,(P) pomoci vyrazu v (6.14).
Jelikoz chyba této aproximace zavisi na tietich derivacich u, je tato aproximace pro kva-
dratické funkce pfesnd, a proto ziskame

Oy+ 0Dy — (1+0)Dp M, My
=MV (P)+ +————=>2M + —.
10(1+6)n2 1 Yo (P) 1O(1+6)n2 ope
Obdobné postupujeme v ostatnich situacich, které mohou nastat, coz vede ke vztahu

M. M.
Lh®p§—4]\/[1—h—22§—h—22 VPEN,.

Aplikaci véty 6.4 dostdavame

Ky h* K, h?
g frl < 06 Dy { 50 S}

Polozime-li M; = iKl h? a My = Ky h3, ziskdme
1
max |ep| < = K1 h* + Ky h?,
PeNq 4

tj. ukézali jsme, Ze chyba aproximace je skutecné druhého radu pfesnosti.
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