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1

INTERPOLACE FUNKCI

V této ¢asti se budeme zabyvat néasledujicim problémem: Necht je dén interval

[a,b], v ném jsou dany body xo, ..., xz, a pfedepsané hodnoty f(xo),..., f(2n).
Hleddme funkci p daného typu, kterd vyhovuje podminkdm p(x;) = f(x;), ¢ =
0,...,n. Je znadmo, Ze existuje pravé jeden (Lagrangeiv) interpola¢ni polynom

Pn stupné nejvyse n, pro ktery je p,(z;) = f(z;),j = 0,...,n. Pro pfesnost
aproximace dostatecné hladké funkce mame néasledujici vétu:

Véta 1 Je-li f € C"a,b], zo,..., 2, € [a,b], pak pro kaZdé x € [a, b] existuje
¢ € (a,b) tak, Ze

1

f(@) —pulz) = ﬁf("“)(ﬁ) 1:[0 (= ;).

(n+1
Je-li aproximovand funkce dokonce tfidy C* a ma stejné omezené derivace,
dostavame jednoduse

Dusledek 2 Bud f € C®[a,b], |f®| < K v [a,b]. Pak
< K"+1(b _ a)"“

22 @) =)l £ i

Tudiz, p, = [ v [a,b] pro n — oo.

CviCeni 1 Uvazujme funkci f(z) = sin na intervalu [0, 1]. Jaké nejvétsi chyby
se muzeme dopustit, aproximujeme-li f pomoci pg?

Pokazdé vsak nedosdhneme tak vynikajici aproximace. Pfikladem muze byt funk-
ce f(z) = ﬁ na intervalu [—5, 5]. D4 se dokézat, Ze pro interpolaéni polynomy
Pn s uzly v bodech ekvidistantniho déleni je posloupnost (||f — pnllc(a.b))net
neomezena.

1.1 Po &astech polynomialni interpolace

Jednou z nevyhod aproximace interpolac¢nim polynomem je skutec¢nost, ze hod-
noty interpola¢niho polynomu jsou silné ovlivnény i hodnotami funkce ve vzda-
lenjch uzlech. ReSenim je aproximovat f po ¢astech. P¥i tomto piistupu je na-
§im cilem aproximovat funkci f v intervalu [z, x,] pomoci funkce ¢ takové, ze
©|[2:,2,,1] je Polynom. Vétsinou se navic pozaduje, aby ¢ byla tiidy C* pro dané
k. Takovou funkci ¢ nazyvame spline.

Nejjednodussim piipadem (k = 0) je aproximace pomoci funkce po ¢astech
linearni, jejimz grafem je lomenda ¢ara. V praxi je vétSinou treba lepsi aproximace.
Prijatelnym fesenim je tzv. kubicky spline.



2 INTERPOLACE FUNKCT

Definice 1 Rekneme, Ze funkce ¢ : [z9,,] — IR je kubicky spline, jestlize

(1) ' S 02[1'0; zn]a

(i) ©liz;,z:,.] j€ Polynom stupné nejvyse 3.
Rikéme, Ze ¢ je kubicky interpolacni spline k f v bodech xzq, ... x,, jestlize jsou
navic splnény podminky ¢(z;) = f(z;),i =0,...,n.

Restrikci ¢ na [z;, z;41] oznadime ;. Funkei @; 1ze psat ve tvaru
0i(x) = a; + bi(x — x5) + ci(x — 2)® + di(x — 4)3.

Funkce ¢ je tedy urcena celkem 4n parametry. Podminky z definice kubického
interpolacniho splinu ndm vsak davaji jen 4n — 2 podminek. D4 se tedy ocekavat,
7Ze budeme muset jesté dva parametry zvolit. Nejcastéji se pouzivaji okrajové
podminky v krajnich bodech x¢y a z,, a to t¥i typt:

(@) ¢'(x0) = fo, ¢'(xn) = [1;

(B8) ¢"(wo) = fo, ¢"(xn) = f7;

(v) ¢"(x0) =0, ¢"(xn) = 0.
Kubicky interpolacni spline uréeny podminkou () se nazyva prirozeny spline.

1.1.1 Konstrukce kubického splinu

Budeme konstruovat spline uréeny podminkou (3) (jiz je (y) specidlnim p¥i-
padem). Pfedpokladejme nejprve, Ze jiz zname éisla M; = ¢’ (x;), tzv. mo-
menty splinu. Funkce ¢ je spojitd a po Castech linearni. Oznacéime-li tedy
h; = ;41 — 2;, potom pro z € [x;, x;4+1] mame

1 :Mi Mi —Mi T — XI; :MixH—l — T Mi $—.Ti.
P (‘T) + ( +1 )1'1'4»1 — hz + +1 h,»b
Integrovanim dostaneme ¢} a ;:
€Ty — X 2 €T iz 2
vi(x) :*Mi%JrMHl( o7 ) + A;
€Ty — X 3 Xr — Ty 3
©i(x) :Mi%wLMiH( o ) + Ai(z — ;) + B;

Pomoci (zndmych) hodnot p;(x;) = f(x;), wi(zit1) = f(xi41) uréime konstanty
Ai a B1

1 1
flai) =5 ihi + B = Bi = f(zi) - 5 ih?,
1
f(@ip1) = EMH-lhzz + Aihi + B;
—
1 1 J(@ip1 — f(mi)  hy
A = h_z (f(ziﬂ) ~ % ir1hy — Bi> = % - E(Mz'ﬂ — M;).
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Zbyva urcit hodnoty momentt: My a M, mame zadané, ostatni vypocteme ze
spojitosti prvni derivace (derivaci funkce ¢; v bodech x;, ;11 se rozumi p¥islugna
jednostrannd derivace).

1
@i (wi—) = §Mihi—1 +A4,_1 =

“arn flzi) — fl@im1) hi’l(Mz- _ M)
2 hi_1 6

1
Qi(zi+) = —=M;h; + A; =

2
1 ) — ) )
= _§Mihi+ M — %(MH_I — M;).

7 rovnosti obou derivaci dostaneme po upravach

hi—1 hi—1 | h hi  flrigr— fxs)  flo) — f(xioa)
M y——+M; | t Mipi— = - ;
5t (3 +3)+ 1% hi i1
Oznacime-li \; = h}fﬁ, w=1—-X = ﬁ, Ize rovnici prepsat ve tvaru

)\iMi—l + 2Mz + ,U/iMi—i-l = Gi,

kde g; je prava strana puvodni rovnice, vynasobend vyrazem
soustavu

6 ‘o
o Dostavame

2M; 4+ My =g1 — Mf§
XMy 4+ 2My 4 poMsz = go
A3 Mo + 2Ms + pusMy = gs

An—1Mp—o + 2M; 1 = Gn-1— Hn—1fy-
Dokézeme-li nyni existenci a jednoznac¢nost feseni, budeme hotovi. Vsimnéme si,
Ze prvky na diagonale matice soustavy jsou vzdy 2, zatimco soucet vSech ostat-
nich prvkl v libovolném fadku je mezi 0 a 1 (s vyjimkou prvniho a posledniho
dokonce pravé 1). Matice je tedy ostfe diagondlné dominantni a tedy i regularni.

Cviceni 2 Dokazte, Ze kazd4 ostie diagonalné dominantni matice je regularni.

Navic je matice soustavy tzv. tfidiagonalni matice, na které se pomérné jed-
noduse provadi eliminace. Soustava vypada takto (uvazujeme obecny piipad —
matici n X n):

apcp 0... 0 0 Y1 dy
b1a202... 0 0 Y2 d2
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Pfi pfimém chodu Gaussovy eliminace (tvorba horni trojihelnikové matice) ndm
zmizi vSechny b; a na diagondle se ndm postupné objevi ¢leny A;; = 7;, kde

b1 . bi—1
N1 =ai, N2 =ag — —c1, obecnén; =a; —
m Mi—1

Ci—1 (’L'ZQ,...,’N,),

a ve vektoru pravych stran analogicky vzniknou &;, kde

b . bi— .
G=dy, &o=dy— =&, obenén =di — ——&_1 (i=2,...,n).
m Ni—1
Dostaneme tedy soustavu
m C1 0...00 Y1 €1
0nycy...00 Y2 &
0 o 0 Yn &n,
z niz uz snadno vypocitdme nezndmé y;:
Yn = 5—", Yn—1 = fn-1 = Cn-1¥n cn71yn’ obecné y; = §i = Gy (i=1,...,n—1).
n n—1 i

Snadno se ukéaze, ze pro ostie diagonalné dominantni matici vyjdou po eliminaci
prvky na diagonale nenulové, takze nemusime prohazovat fadky a neznamé primo
vypocitame podle uvedenych vztaht.

1.1.2  Odhad chyby

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké chyby se dopustime, aproximujeme-li funkci
interpola¢nim kubickym splinem. Zhruba Feceno, je-li f dostateéné hladka v [a, b]
a déleni intervalu neomezené zjemnujeme vhodnym zpusobem, pak interpolac¢ni
kubické spliny konverguji stejnomérné k f (pfipadné i s nékterymi derivacemi).
Presnou formulaci tohoto vysledku dava nasledujici véta, kterou uvedeme bez
dikazu.

Véta 3 Bud f € C4[a,b]. Pak existuje konstanta C' > 0 takovd, Ze plati: Necht
K >0 je konstanta. Ddle uvaZujme déleni D intervalu [a,b], které je tvofeno
body a =x9 < ... <z, =0b a které splniuje podminku

max h; <K

minh; =’

kde h; = x;41 — x;. Ddle uvaZujme okrajové podminky pro interpolacni kubicky
spline o' (z0) = " (20), ¢"(2n) = f"(zn). Potom

‘f(k) _ (pw)‘ < CK W, (k=0,...,3),

kde h = max h;, pricemZ v pripadé k = 3 uwvazZujeme v délicich bodech derivace
zleva nebo zprava.
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Dusledek 4 Mdme-li posloupnost déleni D' takovych, Ze h — 0, dostdvdme
R = k)

Poznamka 5 Pokud pouzivame interpolaéni spline pro interpolaci nékolika na-
méfenych hodnot, nemiZzeme pouzit okrajové podminky ve tvaru rovnosti dru-
hych derivaci; hodila by se tedy obdobna véta pro pfirozeny interpola¢ni spline.
Nahradime-li okrajové podminky ve vété podminkami ¢”(z¢) = 0, ¢’ (z,) = 0,
dostaneme (slabsi) odhad

[f(x) = p(x)]| SCKR®,  (x € [a,b]).

1.1.3 Spline s napétim

Ne vzdy predstavuje kubicky interpolaéni spline idealni fesSeni problému. Napti-
klad pfi aproximaci nespojitych funkci nebo funkci s nespojitou derivaci dosta-
vame neprijemnou oscilaci v okoli nespojitosti. Proto se nékdy pouzivad modifi-
kovana konstrukce tzv. splinu s napétim. Pti této konstrukci opét pozadujeme
o € C?a,b], o(z;) = f(x;), ale pozadavek, aby ¢ byla po ¢astech kubické se
nahrazuje pozadavkem, aby ¢|(;, »,.,] byla fesenim diferencidlni rovnice

W — " =0,

kde 7 = 0 je tzv. napétovy parametr. Pokud bychom polozili 7 = 0, dostali
bychom piesné polynomy stupné nejvyse 3. Pro 7 > 0 misto funkci 22 a 23
dostaneme fundamentalni feseni cosh(¢1/7) — 1 a sinh(¢+/7). VSimnéme si, Ze pfi
pevné funkci f a déleni D pro 7 — oo dostaneme ¢ — 0. Vyznam napé&tového
parametru je tedy takovy, ze pro velké 7 ma spline tendenci byt témér linearni
v disledku vétsiho napéti.

1.1.4 Hermiteuv spline
Dalsi modifikaci je Hermitetv spline. Pfi této konstrukci poZzadujeme pouze
€ Cla,b], ©l(z:,2:11) j& OPE polynom stupné nejvyse 3 a p(x;) = f(x:), ¢’ (i) =
f'(@i).

V praxi pii interpolaci naméfenych hodnot ovSem neni derivace f’ zndma.
V takovych p¥ipadech se hodnota f’(x;) nahrazuje vyrazem

f@iv1) = f(wi-1)

Tit1 — Ti—1

(proi=1,...,n —1). Pokud je totiz f € C?[a,b], je pro h — 0
f(®@it1) — f(xiz1)

Tit+1 — Ti—1

f(@:) = + O(h). (%)

Cviceni 3 Dokazte platnost vztahu (x).

Cvideni 4 Za piedpokladu f € C®[a, b] najdéte piesnéjsi aproximaci f'(x;) pro
i=1,...,n—1s chybou O(h?).
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NUMERICKE RESENI OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH
ROVNIC

Protoze rovnici vyssiho fadu 1ze vzdy jednoduse pifevést na soustavu rovnic prv-
niho fadu, budeme se v této ¢asti zabyvat pouze rovnicemi prvniho fadu, navic
rozieSenymi vzhledem k derivaci, tj. rovnicemi tvaru

y = f(z,y),

coz muze reprezentovat bud jednu rovnici nebo celou soustavu — v tom pripadé
feSeniy = (y!,...,y°) : R — IR® a funkce f = (f1,..., ") : Rx IR®* — IR® jsou
vektorové funkce. Numerické metody maji své uplatnéni hlavné v situacich, kdy
presné (analytické) feSeni nedokaZeme najit.

Priklad 1 Pohyb cdstice v silovém poli Trajektorii pohybu ¢astice lze popsat
jednou vektorovou funkei = z(t), kde proménna ¢ mé fyzikalni vyznam ¢asu a
z(t) je poloha Castice v Gase t. Newtontiv pohybovy zdkon pak lze formulovat ve
tvaru (m, je hmotnost ¢astice)

mpyz” = F(z',z,1),

coz je vlastné soustava tfi obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu, kte-
rou lze prevést na soustavu Sesti obycéejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
Funkce F' zde vyjadfuje zavislost pusobici sily na ¢ase, poloze ¢astice a jeji rych-
losti. Obecné je vsSak tato zavislost natolik slozita, ze neni Sance tuto soustavu
vyresit analyticky. Mnohdy nam vSak stac¢i najit numerickymi metodami reSeni
priblizné.

Priklad 2 I u velmi jednoduchych rovnic se ndm mtZe stat, Ze presné feSeni
nedokézeme najit. Typickym prikladem je rovnice

/2 2
y =z +y,
o niz je dokazano, ze zadné jeji feseni nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci
a jejich neurcitych integrald.
Priklad 3 I v pfipadé, Ze umime pfesné feSeni najit, se miZe stat, Ze se bez

numerickych metod neobejdeme. Rovnice y' = 1 — 2zy s pocateéni podminkou
y(0) = 0 m4 Feseni

y(z) = e_zz/ et dt.
0

Chceme-li znat jeho hodnotu v néjakém bodé x, potfebujeme numericky vypo-
¢itat urcity integral.
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Priklad 4 Rovnice
A B
y'+ =y + (—2+C’+Dz2>y0
T T

je prikladem rovnice Fuchsova typu. Jeji feSeni lze najit metodou mocninnych
fad, ale pro vétsinu argumentd x fada konverguje pomalu. Nahradime-li Dx?
¢lenem Daz3, nelze metodu mocninnych fad pouzit.

2.1 Priklady diskrétnich metod

Uvazujme rovnici y’ = f(z,y) na intervalu [a, b] s pocateéni podminkou y(a) = 7.
Necht y : [a,b] — IR je FeSeni uvaZzovaného problému. Uvazujme déleni intervalu
[a,b] tak, ze a = 29 < ... < xn < b, T, = a+ nh, kde h > 0 nazyvame krokem
metody. Budeme se snazit prifadit bodim z; pfiblizné hodnoty y;. Uvedeme zde
tfi jednoduché priklady.

2.1.1 Fulerova metoda

Je to nejjednodussi metoda numerického feseni ODR. Predpokladejme, ze mame
feSeni y diferencidlni rovnice a v intervalu [a,b] mame dva body z, < Zpi1
uvazovaného déleni. Pfedpokladejme navic, Ze feseni je t¥idy C2. Taylortv vzorec
nam dava y(z,41) = y(z,) + hy'(x,) + O(h?). Odtud

y/(xn) — M + O(h)

Zanedbame-li vyraz O(h) a nahradime hodnoty y(z;) pfesného Feseni hodnotami
y; priblizného feseni, dostaneme formuli

(yn-i-l —Yn) = f(wnayn)

S| =

Dostavame tedy rekurentni vztahy
Yo = n = pocateéni podminka k diferencialni rovnici,
Yn+1 = Yn + hf(xn,yn), n > 0.
Cviéeni 5 Je-li dokonce y € C3[a, b], Ize derivaci aproximovat presndji:
Y (xn i %) _ y(xn-i-l)h_ y(zn) + O(h2).
2.1.2  Rungeova-Kuttova metoda

Vyjdeme-li ze vztahu uvedeného v predchozim cviceni a vztahi
y/ (-Tn + %) = f(-rn + %,y(fﬁn + %))a

y(@n + ) = ylaa) + 59/ (x0) + O(h?),
Y (2n) = f(n,y(2n)),
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dostaneme

1
E(yn+1 - yn) =f (:Cn + %7yn + %f(xnayn)) :

Timto postupem jsme dospéli k rekurentnim vztahim

Yo =1, yn-i-l:yn+hf($n+%ayn+%f(xnayn)); n > 0.

Tato metoda je Rungeova-Kuttova metoda druhého tTddu. Obecnym postupem
pri odvozeni Rungeovych-Kuttovych metod se budeme zabyvat pozdéji.

2.1.3 Dwvoukrokovd metoda

Spolecnou vlastnosti obou uvedenych metod bylo, ze hodnota y, 11 se vypocita-
vala pouze z jedné predchazejici hodnoty y,, (a samoziejmé z x,, a h). U vicekro-
kovych metod pouzivame rekurentni vyjadfeni z vice predeslych hodnot.
Mé&jme nyni opét y € C3[a,b], Tn, Tni1, Tnrez tii po sobé jdouci body ekvi-
distantniho déleni [a, b] (tedy x,, = a + nh, kde h je krok metody). Pak mame

Y(nsr) = ylea) + by (ea) + 57" (22) + OGHY), 1)

Y(Tnio) = y(xn) + 20y (z,) + 2%y (z,) + O(h®). (2)

Odectenim ¢tyFnasobku (1) od (2) dostaneme

Y(@ni2) — 4y(zni1) = =3y(,) — 2hy' (zn) + O(R?),
odkud dosazenim rovnice y'(x,,) = f(2n,y(x,)) dojdeme k rekurentnimu vztahu

Ynt2 — 4Yny1 + 3Yn = 72hf($n, yn)a

kde yg = 1 a y1 vypocteme pomoci nékteré jednokrokové metody. Popsana me-
toda je dvoukrokova — dalsi hodnotu pocitame pomoci dvou predchéazejicich.

2.2 Obecné jednokrokové metody

Pii téchto metodach je dan krok h > 0 a pocateéni podminka y(xg) = 7. Uzly
jsou x, = a+nh,n 2 0. Hodnoty pfiblizného feseni poéitdme podle rekurentniho
vztahu

Yo=1 Ynt1=1Yn+ h(I)(SCn, Yn, h)

Funkce ® (ktera zavisi na f) se nazyvé priristkovd funkce. Naptiklad u Eulerovy
metody jsme méli ®(z,y,h) = f(z,y), u Rungeovy-Kuttovy metody druhého
fadu je ®(z,y,h) = fz+ L,y + L f(z,y)).
Chybou metody (v bodé x,,) rozumime rozdil e,, = y,, — y(,), tzv. akumulo-
vanou diskretizacni chybu. Nasim cilem je
(1) Najit odhad e, v zavislosti na h;
(2) ukdzat, Ze v jistém smyslu je e,, — 0 pro h — 0.
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Abychom méli zarucenu existenci a jednoznacnost feseni, budeme piedpokladat,
7e [ :]a,b] x R — IR je spojita a ze je lipschitzovska vzhledem k y, tj. Ze

|f(x,91) — f(z,y2)] < Ly — y2| Vo € [a,b], wy1,y2 € IR.

Z Picardovy véty (viz pfednasky z matematické analyzy) vyplyva, Ze za téchto
predpoklad ma tloha

y' =f(@), yla)=n (%)
pravé jedno feSeni y : [a,b] — IR. Navic pfedpokladejme (budeme se zabyvat
jen rozumnymi metodami), ze i funkce @ : [a,b] x IR x [0, ho] — IR je spojita
a splinuje Lipschitzovu podminku vzhledem k y.

Definice 2 Rekneme, 7e jednokrokova metoda s piirtistkovou funkci ® je kon-
vergentni, jestlize plati nasledujici tvrzeni: kdykoli je y : [a,b] — IR FeSenim
dlohy (), je
V. b): i =
z € [a,0]: lim yn = y(z),
Ty =T

kde y,, je priblizné feseni v uzlu z,,.

Definice 3 Jind definice konvergence Krok h > 0 nam urcuje uzly z,,, k nimz
pomoci jednokrokové metody pfifadime pfiblizné hodnoty feSeni. Oznacme e(h)
maximalni chybu, tj.
e(h) = max |e,|

Tn€la,b]

xn=a+nh
Rekneme, 7ze metoda je konvergentni, jestlize plati nasledujici tvrzeni: kdykoli je
y : [a,b] — IR TeSenim ulohy (*), je

li h) = 0.
gy 1) =0

Poznamka 6 Snadno nahlédneme, Ze konvergence podle druhé definice impli-
kuje konvergenci podle prvni definice.

Pred odvozenim nékterych jednokrokovych metod odvodime jedno pomocné
lemma, které ndm bude casto uzitecné.

Lemma 1 Necht A,B =0, N 21 celé a necht je spinéna podminka
[€nt1] < Al&n] + B, n=0,...,N—1.

Potom plati odhad

/114 7113 pro A # 1,
€] < A™[&o| + a (%)

Bn pro A =1.



10 NUMERICKE RESENT OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Cviéeni 6 DokaZte toto lemma.

P#i aplikaci lemmatu 1 je ¢asto A = 148, § > 0. Pouzijeme-li nerovnost 14§ < €,
pak z (x) plyne

né en6 -1
eal < eleo] + <2 B (0
Pro L > 0 a z € IR ozna¢me
Lx _ 1
Er(x) = ¢ T (3 % %)

(EL je tzv. Lipschitzova funkce.)

2.2.1 Konvergence jednokrokovijch metod

Predpoklad (Ps): Predpokladejme, Ze pfirtistkova funkce @ : [a,b] X IR x
[0,ho] = R, ® = ®(x,y,h), je spojitd a spliiuje Lipschitzovu podminku vzhle-
dem k y s konstantou L > 0:

|®(x,y,h) —®(x,y" h)| < Lly—y*|, z€lab], y,y" € R, he[0,hy]. (+)

Definice 4 Rekneme, 7e jednokrokova metoda s piirtistkovou funkci ® pro fe-
Seni diferencidlni rovnice y' = f(x,y) je konsistentni, jestlize

®(z,y,0) = f(z,y), z€lab], yeR.

Véta 7 Jednokrokovd metoda s priristkovou funkci ® spliiujict predpoklad (Pg)
je konvergentni, pravé kdyz je konsistentni.

Dikaz vynechame, protoze nas zajima odhad chyby metody e,,. Odhad chyby
metody provadime ve dvou krocich.

a) Dosadime pfesné feSeni do uvazované metody. Dostaneme vztah
Y(@n+h)—y(zn)—h®(xn,y(zn),h) = hon, Zn,zn+h € la,b], h € (0, ho).

b) Odhadneme ¢, a z tohoto odhadu odvodime odhad chyby e,,.

Veli¢inu 6,, nazyvame lokélni relativni diskretiza¢ni chybou v uzlu z,. Obecné
lokdlnd relativni diskretizacni chybu (kratce chybu diskretizace) v bodé x definu-
jeme jako vyraz

A(‘Ta y(.’L'), h) - ¢($a y(ZC), h)7

kde

y(x +h) —y(z)

Afa,ylw), h) = LI,

x,x + h € [a,b], h €(0,hg),

je tzv. presny relativni priristek.
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Véta 8 Nechty : [a,b] — IR je pfesné tesend dlohy y' = f(x,y) v intervalu [a, b],
y(a) = n, yn pro x, € [a,b] jsou hodnoty priblizného Teseni vypoctené pomoct
jednokrokové metody s pFiristkovou funkci ® spliiujici predpoklad (Pg). Necht
navic existuji konstanty N, p > 0 takové, Ze

Az, y(x),h) — ®(z,y(z),h)| < Nh?, z,z+h € [a,b], h € (0,ho).

Potom pro chybu metody (tj. akumulovanou diskretizaéni chybu) e, = yn —y(zn)
plati odhad

len| < NWPEp(z, — a), Ty, € [a,b], h € (0,ho). (2.2.1)
Diikaz: Z¥ejmé mame ey = yo — y(zg) = 0. Dale mame vztahy
Yn4+1 = Yn + h¢($na Yn, h)a

y(szrl) = y(zn) + h@(zn, y(zn)v h) + h5na

kde
5n = A(zn7 y(xn)a h) - CD(zn, y(zn)v h)

Pro Zpn,Tni+1 € [a,b], h € (0,hp). Odtud vyplyva odeétenim druhé rovnice od
prvni

€n+l = €n + h(@(iﬂn, Yn, h) - (b(:mh y(:vn), h)) - h(A(l’n, y(:vn), h) - (b(:mh y(:vn), h))

Pouzijeme-li pfedpoklad (Ps) a vztah (2.2.1), dostaneme ihned nerovnost
lent1| < (1+hL)|en| + NIPTY, 2y, 2041 € [a,b], h € (0, ho).

Aplikace lemmatu 1 dava odhad

(1+hL)" —1 )
| < ————— ~NpPTl <
len] < hL =
e"hL—l
< T]sz = NWEp(x, —a), x, € la,b], h € (0,ho),

O

Poznamka 9 Jednokrokové metody maji tu vyhodu, Ze v kazdém kroku (pfi
prechodu od x,, k x,+1) 1ze ménit délku kroku. Tzn., Ze miizeme uvazovat obecné
déleni a = z¢p < z1 < ... < b intervalu [a, b], poloZit h,, = x,+1 — z,, a definovat

Yn+1 = Yn + hn¢($na Yn, hn)
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2.3 Odvozeni nékterych jednokrokovych metod
2.3.1 Metody zaloZené na primém pouZiti Taylorova vzorce

V tomto odstavci budeme konstruovat jednokrokovou metodu p-tého fadu za
predpokladu, Ze pfesné feseni y je tiidy CP*+!. Z Taylorova vzorce

_ ~yW (@), yPT@E)
y(x+h) =y(@) + kz:; i eyl + (2.3.2)
P (k) (p+1)
p T . p+1 7 v
5 Wz +h) —y(z)) = ; z k,( Lt 4 y(})Tl()!)h : (2.3.3)

kde Z € [x, 2 + h]. Nyni pouZzijeme diferencialni rovnici a pokusime se vypocitat
nékolik prvnich derivaci funkce y:

V@) = (o, y(a),
(@) = = F@ (@) = G y(@) + /(@) G (00(0) =

= S (ay(o) + F o) G (o p(o))
0@ = s { (4 ) e} = g b+ 0oL

Pro zjednoduseni zépisu definujme diferencidlni operdtor ! takto: pro funkeci ¢ €
CH(@), kde G C IR?, budiz

_ ¢

0

Mocninou rozumime sklddéani, tj. D% := ¢ a pro k = 0 klademe D**lyp :=
D(D¥¢). Pomoci operatoru D miizeme snadno vyjadiit derivace funkce y:

y'(2) = (D°f)(@,y(x)),
y' (@) = (D' f)(@,y(@)),
y" (@) = (D*f)(@,y(@)),

y® (@) = (DM1f) (2, y(2)).

Dosazenim do (2.3.3) dostaneme

NP )@ y@) e yPIE)

1Jedna se o zobrazeni z jistého prostoru funkci do néjakého jiného prostoru funkci.
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coz nas vede k tomu, abychom pouzili pfirtistkovou funkci

p k=1 £Y(p
®(z,y,h) = Z W}lkq.

Pak je totiz

1 y(p-lrl)(g*c) , .
3o = [ (a4 1) = (o)) = ol )| < || < v
kde
yPty)
N = max |——|.
z€[a,b] (p+1)'

Cvideni 7 Vypoctéte D2f, D3 f a pro f(z,y) = 2? + y? vypoctéte D*f.

2.3.2  Rungeovy-Kuttovy metody

Ziskali jsme sice jednokrokovou metodu libovolné vysokého fadu, ale pro praxi
je témér nepouzitelna. Za prvé proto, ze pocitani mocnin operatoru D vede brzy
k prili§ slozitym vyraztm (viz cvi€eni 7). Druhy (a hlavni) divod spociva v tom,
ze v definici funkce ® vystupuje nejen funkce f sama, ale i jeji parcidlni derivace.
V dalsim oznaéme

&)(x,y, h) = Z th_l‘

Tuto prirustkovou funkci pouzijeme k odvozeni Rungeovych-Kuttovijch metod,
u nichz se ® pocita pouze pomoci hodnot f. Jejich prirtstkova funkce bude ve
tvaru

Y

¢($a Y, h) = Z wiki(wa Y, h)a
k=1

kde

kl(xvya h) = f(:rvy)a
kQ(‘Taya h) = f(l' + thvy + BQIhkjl(‘mayah))a

i—1

ki(x,y,h) = f x—i—aih,y—i—hZﬁUk’j(m,y,h) , 1=2,...,P

j=1

Zde P, w;, oy a [ jsou vhodné zvolené konstanty (tak, aby vyslednd metoda
byla fddu p). V dal$im se budeme snazit ur¢it hodnoty téchto konstant tak,

abychom dostali odhad ®(x,y, h) — ®(z,y,h) = O(h?).
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Priklad 5 Pokusme se odvodit Rungeovu-Kuttovu metodu druhého fadu . Tzn.,
ze p = 2. Zkusime zvolit pocet ¢lenti také P = 2. NapiSme si vztahy pro ® a ®:

(b('rvya h) = 'LUlf(Z',y) + ’LUQf(Z' + OQh'ay + ﬂ?lhf(zay))
B(ry.h) = f(2,9) + 2(DF)(a.y) =

Dale rozepisme funkéni hodnotu z prvniho vztahu podle Taylorova vzorce:?

et aahoy + Buahf(.9) = fa) + (aah s + Bahf o) Flo) +

2
e <O‘2ha% + ﬂmfa%) F(x+ Oh,y + 0Barh f () =
(2.) + Borhf (a. y>g—;j<x, 9+

0% f
dxdy

= f(a,9) +ash ]

2
+ = [ 2%% + 2020210 f (2, y)

(x +0h,y + 0821hf(z,y)).

Posledni séitanec na pravé strané oviem neni nic jiného nez O(h?). Dostavame
tedy

2
+ B3 1 f(x, )8 f]

0y?

of (z,y)+O(h?).

8f($ y) +weBarhf(x,y)=— 9y

®(z,y, h) = (w1 +w2)f(2,y) +waazho-

Srovnejme nyni koeficienty u f, axv f ve vyjadieni ® a ®. Budou-li stejné,
bude i ® — & = O(h?). Ziskavame vztahy

1
wy +wg =1, woty = 7, w21 = 3,
2 2
coz jsou tii rovnice pro ¢tyfi neznadmé. Jednu neznadmou si tedy mutizeme zvolit;
zvolme wy = a # 0 (jinak by nemohl platit vztah agwy = %) Dostaneme

1
wy =1—-q, wy = a, 04225212%-

2Taylortiv vzorec pro funkce n proménnych: bud f € C*(Q), Q C IR™ oteviend, a,b € Q
a predpokladejme, ze i celd tsecka s krajnimi body a, b lezi v €; potom

k-1 J 1 [ P k
fb) = Z [Z(b } f(a)Jrk'[Z(biai)azl fla+6(b—a))
©Li=1 v

jO =1

pro néjaké @ € [0, 1]. Umociiovanim hranatych zavorek se rozumi umociiovani (tedy skladéani)
tohoto diferencidlniho operatoru. K ditkazu staé¢i rozepsat g(b), kde g(t) = f(a + t(b — a)),
podle jednorozmérného Taylorova vzorce a vyjadiit ¢() pomoci f.
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Tyto hodnoty ndm dévaji celou tfidu Rungeych-Kuttovych metod druhého fadu.

Nejpouzivanéjsi hodnoty parametru « jsou 1, % a %

h h
a=1: yn+1:yn+hf(xn+Evyn+§f(znayn))

3 h 2 2

o= —: Yn+1 :yn+_ f(xnayn)+3f(xn+_hayn+_hf(-rnayn))
4 4 3 3
1 h

a = 3 : Ynt1 = Yn + 2 (f(xm yn) + f(xn +h,yn + hf(wnayn)))

V pripadsé, Zze mame vice metod stejného Fadu, vybirdme metodu bud tak, aby
koeficienty byly co nejjednodussi (jednoduché metoda), nebo tak, aby konstanta
N v odhadu

Az, y(x), h)| < Nh

byla co nejmensi.

Rungeovy-Kuttovy metody 3. Tadu
V tomto ptipadé postacuje P = 3, tedy ®(z,y, h) = w1 ki +woke+wsks. Uvedeme
dva priklady:

(a)

2 1 4
Ynt1l =Yn +h (—/ﬁ + -k + —k/’3)

9 3 9
ky = f('rvy)
ky = flz+ %,y + Lk)
ks = f(z 4 3h,y + 3hky)

h
Yntl = Yn + s (k1 + 4ka + k3)

ky = f(xay)
ke = flz+ 5,y + 5k1)
ks = f($ + h,y — hk1 + 2hk2)

Rungeovy-Kuttovy metody 4. Tadu

Nejcastéji jsou pouzivany metody ctvrtého fadu. U téchto metod méme napo-
sledy P = p, tedy ®(x,y,h) = wiks + woke + wsks + waks. (U metod vyssiho
fadu je P > p.) Uvedeme tii priklady.
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Standardni formule:
w1:w4:%, wziwsié
k1 = f(ZE, y)
ko = f($+ %ay+ %kl)
ks = flz+ L,y + Lky)
ks = f(x + h,y + hks)
?Trosminova” formule:
w1:w47%, w2:w3*%
052:%7 a37%; 054*1

Gillova formule:

w=w=g  w=3(1-J%).  w=§(1+)
_ 1
ag = asz = 3, ag =1
Pa1 = 3, 51 =3(vV2-1), 532:1*%

far =0, Piz=—-75,  Pu=1+5

konstanty N. Odvozenim Rungeovych-Kuttovych metod fadu p > 4 se zabyval
napt. prof. Huta z Bratislavy. Pro p > 4 vyjde P > p (napf. pro p = 6 musime

vvvvvv

2.4 Pouzitelnost odhada chyb
Podivejme se nyni na efektivnost odhadu, ktery jsme ziskali. Uvazujme napf.
Eulerovu metodu. Ukazali jsme, Ze pokud je pfesné feseni t¥idy C2, je

len| < NEL(z, — a)h,

kde N je polovina maxima absolutni hodnoty druhé derivace presného reseni y na
intervalu [a, b]. Tento odhad se d4 o néco zlepsit, uvédomime-li si, Ze pro odhad
chyby v bodé z,, sta¢i fesit rovnici na [a, z,] (interval (z,,b] nema zadny vliv).
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MiuZeme tedy polozit b = z,,, N(x,) = %max[awn} ly"”’| a dostaneme zlepSeny
odhad
len| < N(xn)EL(x, — a)h.

Uvazujme dva ptiklady:

/

~

yo=19 =y yo=1,9y =-y
y(z) = e” y(z) =e™"
L=1 L=1
N(z) = 3e® N(z) =%
Ey(x,) =€ —1 Eq(zy) =™ —1
len| < Lhe™ (e® — 1) len| < 2h(e™ —1)

Reknéme, 7e pomoci numerického feseni druhé tlohy chceme vypocitat e~ s
presnosti 1073, Chceme tedy najit h tak, aby

1
5h(e5 —1) <1073, takze

2.1073 . 1
<

h = .
et -1 73707

Experimentalné viak zjistime, ze pii volbé h = 276 = 6%1 vyjde e, = —0,000261.
Vidime tedy, ze odhad z véty je silné nadsazeny; pfi jeho odvozovani se v kazdém
kroku pocita s nejhorsi moznosti. Ve skute¢nosti vétsinou dostavame vysledky
vyrazné lepsi.

Je ale tfeba vzit v tvahu, ze konstanta N zavisi na pfesném feSeni, které
obvykle nezname. Proto odhad z véty 8 nam dava pouze predstavu o chovani
chyby v zavislosti na kroku metody a neni prakticky pouzitelny. Proto hledame
odhady jiného typu, které mizeme ziskat na zdkladé vypocteného ptiblizného
feSeni a dat ulohy. Toto jsou tzv. aposteriorni odhady . Jednim takovym odhadem
se budeme yabyvat dale.

2.4.1 Odhad chyby metodou polovicniho kroku

Vime, Ze pokud pfirastkova funkce ® spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem
k y a pokud

(e h) — () — B y(y), )| < NBP,

potom plati
lyn — y(zn)| < NEL(z, — a)hP.

D4 se navic ukazat, ze pokud jsou funkce f a ® dostatecné hladké, existuje funkce
e : [a,b] — IR takovi, ze

en = hPe(xy,) + O(hPT1). (2.4.4)

Tento vztah chybu neodhaduje, ale aproximuje. Funkce e samoziejmé opét zavisi
na vlastnostech presného reseni y.
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Predpokléddejme, Zze na tutéz tllohu pouzijeme postupné metodu s krokem 2h
a h. Dostaneme uzly a odpovidajici hodnoty pfiblizného feseni:

zgh) =a+n(2h)... y,(?h)
x%h) =a+nh . y,(Lh)
Vidime, ze xgh) = xé ).V téchto bodech mizeme porovnat hodnoty pribliznych

FeSeni. Uzitim vztahu (2.4.4) dostaneme

c(2h) — y(2h)

Y@M — y(a) = <2h> e(22M) + O(hPHY),
e =yl — y(a)) = hPe(@®M) + O(hP 1)

Odtud plyne, ze

uP s = (28 = Dire(@P) + O,
(2h) y(2h) - yéh) +1
hP n Tn o O)(RP
ea?) = Ve o),
(2h) (h) (2h) (h)
(h) _ Yn — —You pr1y o I T Yon
Con = o9 — 1 +O(h )"“ % _ 1
Aproximaci
(h) ygh) - yéh)

nazyvame odhadem chyby metodou poloviéniho kroku. Jedné se o tzv. aposteri-
orng odhad chyby , ktery ziskdme na zdkladé pfiblizného Feeni (a pfipadné dat
tlohy). Numerické experimenty ukazuji, Zze v fadé praktickych aplikacich tento
odhad dava spolehlivé vysledky.

Poznamka 10 U jednokrokovych metod miizeme v libovolném bodé zménit
délku kroku. Pracujeme tak, Ze pocitdme s krokem 2h a h. Pokud zjistime, ze
odhad chyby v néjakém bodé prekracuje povolenou mez, pokracujeme od to-
hoto bodu s poloviénim krokem. Naopak, pokud je chyba vyrazné nizsi nez nase
tolerance, miizeme krok opét zvétsit (abychom uSetfili ¢asovou naroénost).

Existuji dokonce adaptivni metody, u nichz se automaticky méni délka kroku
a t4d metody s cilem minimalizovat chybu a ¢asovou naroc¢nost.

2.4.2  Zaokrouhlovaci chyby

Zacnéme jednoduchym prikladem. Uvazujme soustavu dvou linearnich rovnic

10761 1\ (1
1 1 2 ) \2)°
Determinant matice soustavy je 107%—1, coz je dostateéné daleko od nuly. Matice
soustavy je tedy regularni. Pouzijeme-li Gaussovu eliminaci, dostaneme feSeni
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2 —10°

= (1 — ) 10° =
T ( 362) ) x2 1100

Priblizné mame zo = 0,999999. Pocitejme nyni na pét platnych ¢islic. Pak ovSsem
vyjde x2 = 1, a odtud x; = 0. Pfi zkouSce dostaneme v prvni rovnici 0 +1 =1,
ale ve druhé 0 + 1 = 1 # 2, coz je prili§ velkd nepfesnost. Pokud bychom ale
rovnice prohodili, vysly by pfiblizné hodnoty x1 i x2 rovny jedné, tedy spravné
(i zkouska by ve zvolené pfesnosti vysla spravné). Obecné je vhodné pfi FeSeni
soustavy linearnich rovnic prohazovat rovnice tak, aby se na hlavni diagonéle
neobjevovala pfili§ mal4 ¢isla. (Tento proces se nazyva pivotace.)

Zaokrouhlovaci chyby u jednokrokovych metod

Dosud jsme pfepokladali, Ze pti vipoctu priblizného feseni vSechny operace pro-
bihaji pfesné. Nyni se zamyslime nad vlivem zaokrouhlovacich chyb. Zaokrouhlo-
vani modelujeme tak, ze kazdému « € IR pfifadime jeho zaokrouhlenou hodnotu
a*. Pro jednoduchost predpokladejme, ze vstupni data jsou uz zaokrouhlena,
tedy a = a*, h = h*, n = n*. Prfiblizné feSeni pocitané se zaokrouhlovanim
oznacme ¥,. Mizeme psat

gO =1 = Yo,
Unt1l = Un + h@(xn,gjn, h) + €n+1,

kde e,41 se nazyva lokdini zaokrouhlovaci chyba. Zavedme jesté akumulovanou
zaokrouhlovaci chybu v uzlu x, jako 7, = ¥n — Yn.

Véta 11 Bud ®(x,y,h) : [a,b] X R x [0,ho] — IR L-lipschitzovskd v y. Necht
plati |eg| < e pro xg,xk+1 € [a,b]. Potom

rl € = Ep(en —a), w, € [a,b], h e (0,ho).

Dikaz: Mame 1o =0 a
gn+1 = g’ﬂ + h@(l'n, gnv h’) + En+1,
Yn+1 = Yn + h¢($na Yn, h)
Tudiz,
[rnt1] < |rn + hLrn| + [ent1] < [ral(1+ RL) +e.
Pouzijeme-li (stejné jako u véty o odhadu diskretizaéni chyby) ,kumula¢ni lem-
ma“ ze cviceni 5, dostaneme

n __ nL __
(LthL)"—1 et —1e
hL - L h

Irn| <

S| ™
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Poznamka 12 Velikost horniho odhadu samoziejmé o ni¢em nesvédéi. Jednd
se o nejhorsi mozny scéndi (worst scenario0, ktery miize nastat. Numerické ex-
perimenty vSak ukazuji, ze v praxi je pro mal& h opravdu r, ~ % To ve svém
diasledku znamena, Ze zmensenim kroku sice zmensime diskretiza¢ni chybu me-
tody, ale zvysime vliv zaokrouhlovacich chyb.

Hodilo by se tedy najit zptisob, jak zjistit velikost zaokrouhlovaci chyby. To
je mozné, pokud mutizeme ilohu soucasné fesit v jednoduché a dvojnasobné pies-
nosti. Potom bude zaokrouhlovaci chyba pti dvojnasobné piesnosti zanedbatelna
ve srovnani s jednoduchou presnosti a muzeme tak ziskat aproximaci zaokrouhlo-
vacich chyb. Prevazuje-li diskretizac¢ni chyba, je tfeba krok zjemnit, prevazuje-li
zaokrouhlovaci chyba, je tfeba krok zvétsit.

2.5 Soustavy linearnich diferen¢nich rovnic
Ozna¢me IN ={1,2,3,...}, N ={0,1,2,...}.
Definice 5 Bud k € IN, F, : R*' — IR (piipadné F, : CC*' — CO),
n € INy. Pak systém vztaht
Fnny - Ynsk) =0,  n e Ng (2.5.6)

nazyvame soustavou diferencnich rovnic. Resenim soustavy nazveme posloupnost
(yn)o2 o spliiujici (2.5.6).

Priklad 6 Méjme soustavu rovnic (k = 3)

4
9721+3 - (y721+2 - y721+1 + v y%) =0, n € INp.

Vidime, zZe y,,+3 lze vypocitat z predchozich tii clent. Vyjdeme-li z hodnot yg, y1,
Y2, miZeme postupné vypoéitat ys, ya, ... . Cisla yo, y1, y2 se nazyvaji poddtecni
podminky.
Cvicéeni 8 Kolik fegeni mé tato soustava pro pevné zvolené poc¢ateéni podminky
Yo, Y1, 92?

Definice 6 Jsou-li funkce F;, linearni, mluvime o soustavé linedrnich diferenc-
nich rovnic. Mlizeme ji psat ve tvaru

k

Z ApynYn+v = Vn, ne WO- (257)
v=0

Cisla v,, se naz§vaji pravé strany. Jsou-li viechny pravé strany nulové, dostaneme
homogenni soustavu. Soustavé (2.5.7) mizeme vzdy ptifadit homogenni soustavu

k
> Qunyniv =0, ne N (2.5.8)
v=0
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Lemma 2 UvaZujme soustavu (2.5.7) a k ni piislusnou homogenni soustavu
(2.5.8). Pak plati:
(i) Mnozina V vSech teSeni soustavy (2.5.8) je linedrni prostor.

(i) Jsou-li {yn}S>y a {zn}52 TeSeni soustavy (2.5.7), je jejich rozdil fesenim
soustavy (2.5.8).

(i11) Je-li {w,}5% Tesenim (2.5.7) a {yn}tn € V, pak {w, +yn 2, je fesenim
soustavy (2.5.7).

() je-li {w,}22, Tesenim soustavy (2.5.7), pak k libovolnému Feseni {z,}52
soustavy (2.5.7) existuje prdvé jedno {yn}n € V takové, Ze z, = yn + wy;
jinak teceno, oznacime-li W mnoZinu vesent soustavy (2.5.7), muZeme psdt
W=V +w.

Diikaz pénechédme Ctenari.
Definice 7 Rekneme, 7e soustava (2.5.7) je ¥ddu k, jestlize viechny koeficienty
Qgn, 1 € Ny, jsou nenulové.

Definice 8 Posloupnosti {y#}nemn, € V, p = 1,...,m, nazveme linedrné nezd-
vislé, jestlize plati:

m
Zauyﬁzo, Vn=0,....k—1=a=a=...=a, =0.
pn=1

Je ziejmé, ze tato podminka je splnéna, pravé kdyz matice

M = (yﬁ)n:o,...,kq
p=1,....m

mé hodnost m. Maximéalni pocet linedrné nezavislych prvkt z V je roven k.

Definice 9 Systém k prvki z V linearné nezavislych nazveme fundamentdlnim
systémem (FS) soustavy homogennich rovnic.

Véta 13 Necht {zh}nen, €V, n=1,...,k, je FS teseni soustavy k-tého rddu
a {Yn}tnew, € V. Pak posloupnost {yn}necm, je linedrni kombinaci posloupnosti
{Z’ﬁ}neﬂ\/b; n = 1, . ,k/’.

Diikaz: 7 definice FS plyne, ze existuji konstanty ai, ..., ar takové, ze

k
yn:Za#zﬁ pron=0,...,k—1.
p=1

Oznac¢me
k
Zn = Yn — E auzl, n € INg.
p=1
Pak {zn}new, € V a 290 = ... = zp—1 = 0. PonévadZ oy, # 0 pro vSechna

n € INy, nutné z,, = 0 pro vSechna n € Ny a tudiz,
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k
Yn = Zauzﬁ, Vn € INy.
p=1

O
Dusledek 14 Prvky FS tvori bazi v prostoru V.
2.5.1 Nalezeni fundamentdlniho systému
Definice 10 Soustavou tvaru
k
Z apYntv =0, n € N, (2.5.9)
v=0

nazveme soustavou linearnich diferen¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty. Tu-
diz,
Qyn = Qy, Vv=0,....,k né€Ng.
Tato soustava je fadu k, jestlize ay, # 0.
Hledejme FeSeni této soustavy ve tvaru y, = £, kde £ € C. Dosazenim do
soustavy dostaneme

k k
0= e =Y g’ nel,
v=0 v=0

coz je ekvivalentni s podminkou

k
0= P(f) = Zavgya
v=0

kterou nazyvame charakteristickou rovnici a polynom p je tzv. charakteristicky
polynom.

Necht soustava (2.5.9) je fadu k, tj. i # 0. Pak p mé stupen k. Je ziejmé,
7€ {Yntnen, = {£" tnemn, je TeSenim soustavy (2.5.9), pravé kdyz £ je kofenem
charakteristického polynomu p. Tento polynom mé praveé k kofend, pocitame-li
kazdy tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost.

Rozlisme dva ptipady

1) Polynom p md prdvé k rizngch kofend &1, ..., E&k.
Pak lze sestrojit k feseni soustavy {ytnemo, 4 = 1,..., k, kde yly = £]1.
Podle definice tvori tato feseni FS, prave kdyz matice
16 ...601

1& ...671

1& ...t
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je regularni. Jeji determinant (zndmy jako Vandermondeiiv) mé hodnotu

det M= [ (¢-¢)#0.

Tudiz uvazované posloupnosti tvoii FS.
Obecny pripad.
Véta 15 Necht &, ..., &, € C (m < k) jsou navzdjem rizné kofeny cha-

rakteristického polynomu p s ndsobnostmi py,...,pm (takZek = ZZLI Dp)-
Pak k posloupnosti s proky

1 _
Y~ = Za TLEW(),
2 — -1
yh® =ng, ", n € INo,

Y = m(n—1)...(n —pu+ 206" e N,

tvori FS Teseni soustavy (2.5.9) tadu k. (Je-li§,, = 0, pak klademe 0. ;" =
0 prov>0.)

Dikaz: Dokazme, ze uvedené posloupnosti jsou FeSeni uvazované soustavy.
Jestlize £, = 0, pak mé charakteristicky polynom tvar

k
p(§) = Z a,§”
V=DPpu
(tudiz ao,...,a,,—1 = 0) a soustava (2.5.9) ma tvar

k
Z AyYn+rv = 0, n e W().

V=DPpun

Dosazenim snadno ovéfime, Ze posloupnosti (P) jsou feSenimi, ponévadz
maji nenulové prvky pouze na pozicich n < p,.
Necht &, # 0 je kofen polynomu p s nasobnosti p,. Pak ¢, je kofenem
polynomu f,(§) = £"p(§) nasobnosti p,, pro kazdé n € INy. Tudiz, p, — 1
derivaci f, je rovno nule v bodé £ = &, takze

lef:() aV§Z+V = 07 ne WOv
S g+ v)EptrTl =0, ne Ny,

fo:oal,(n—l—u)(n—l—y—1)...(n+y—pu+2) nHTPetl — 0 e IV,

Tzn., ze posloupnosti (P) jsou feSenimi soustavy (2.5.9).
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Dokazme nyni, Ze FeSeni (P) jsou linedrné nezévisla, coz je ekvivalentni
s tim, ze prislusnd matice M, jejiz fadky jsou tvorfeny prvnimi k prvky
posloupnosti (P), je regularni. V n-tém sloupci této matice (n =0, ...,k —
1) se nachézi prvky

&t nfffl,..., n(n—l)...(n—pl+2)§f7p1+1,...,

nonETh o n(n—1) .. (n = ppy +2)E0 P T

Matice M je regularni, pravé kdyz jeji sloupce jsou linearné nezavislé k-roz-

mérné vektory. Nechf tomu tak neni. Pak existuji takové koeficienty a,,,
. k—1

n=0,....k—=1,2ze Y lan| >0a

k— n
& Zn:%) ang# = 07
-1 .
Y n—o @n N, 1=, .
. :u‘ ] ma
Zi;é ann(n—1)...(n —p, + 2)«5pr“+1 =0,

COZ znamena, ze polynom Zi;é an&™ stupné < k — 1 méa aspon m ruznych
kofenu &1, ...,&, s nasobnostmi pi,...,pmn, COZ je spor, protoze plati, Ze
Doy D = ke

|

2.5.2  Nalezent redlného fundamentdlniho systému

Uvazujme rovnici

k
Z ayYntrv =0
v=0

s redlnymi koeficienty o;. Charakteristicky polynom mé pak také redlné koefici-
enty, jeho kofeny tedy jsou
Ela R 7€T ceR

717%5"'5757%7€C\R

(v8echny kofeny opakujeme tolikrat, kolik ¢ini jejich ndsobnost, tedy r+2s = k).
Fundamentalni systém ziskany z nasi véty je tvofen posloupnostmi (vyplyva
z chovani aritmetickych operaci na C)

{uh}ozo p=1...r yp € R
{=h o w=1...s
{zh}22, w=1...,s 2 eC

Reélné posloupnosti z prvniho fadku mizeme ptevzit do naseho nového systému.
Jako zbylych 2s posloupnosti vezmeme

{Re 28122, {Im z£}2° ), p=1,...,s.
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Ze vztahti Re z = (2+2), Im z = 55 (z—2) vidime snadno, Ze nové posloupnosti
jsou linedarnimi kombinacemi starych, jsou to tedy feseni. K diikazu linearni ne-
zéavislosti si staci uvédomit, ze staré posloupnosti lze podobné jednoduse vyjadrit

pomoci novych pouzitim vztahti z =Re 2z + 4 Im 2z, Z =Re 2z — ¢ Im z.

Poznamka 16 Kniha [H] obsahuje kapitolu vénovanou soustavam diferen¢nich
rovnic. Je vidét, Ze teorie soustav linedrnich diferenc¢nich rovnic s konstantnimi
koeficienty se podoba teorii linedrnich diferencialnich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty. Stejné tak existuje i metoda pro nalezeni partikularniho feseni neho-
mogenni soustavy pomoci fundamentéalniho systému feseni prislusné homogenni
rovuice (Duhameliv princip). Tato metoda se podobé variaci konstant, blize viz

2.6 Vicekrokové metody
Opét budeme hledat priblizné feseni ulohy

yI:f(‘r’y)a y(a):n

v uzlech xz,, = a + nh. Na rozdil od jednokrokovych metod budeme tentokrat
pocitat hodnoty pfiblizného feSeni y,, pomoci nékolika predchozich hodnot.

Priklad 7 Dtive jsme odvodili metodu

~Ynt2 +4Ynt1 — 3Yn = th(xnv yn)

To nas vede k zobecnéni: obecnou k-krokovou metodou rozumime rekurentni
predpis typu

k k
Zavyn+v = hZ/Ban+V7 (2610)
v=0 v=0

kde f; = f(z;,y;), za podminek oy # 0 a |ag| + [Bo] > 0.

Pomoci pfedpisu (2.6.10) mtZeme poéitat hodnoty pfiblizného feSeni az od
yx. Hodnoty yo(= 1), y1, - - ., Yk—1 se nazyvaji po¢ateéni podminky pro k-krokovou
metodu. Hodnoty y1, ..., yx—1 vypocteme nékterou jednokrokovou metodou. Pod-
le zplisobu vypoctu je tfeba rozlisit dva pripady.

V jednodussim ptipadé [ = 0 mame

k k—1 k—1
Z ApyYntv = h Z ﬂvfnJru =h Z 6l/f(1'n+l/7 yn+v)
v=0 v=0 v=0

k—1
1
Yn+k = Oé_k § (hﬁufn-l-u - auyn-l-u)-
v=0

Protoze lze hodnotu y,,x pfimo vypocitat, mluvime o explicitni metodé. Hlavni
vyhodou téchto (napf¥. oproti jednokrokovym metoddam vyssich fada) je to, Ze
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kazdou z hodnot f; staci vypoéitat jednou (v dalsich krocich uz si ji pamatu-
jeme). Na jednu hodnotu pfiblizného feSeni tak pfipadd jedna vypocitand hod-
nota funkce f.

Ve slozitéjsim pripadé B # 0 mame

k—1
Br B o

Yntk = —hf(Tnaks Ynir) + Z —Uhf($n+v, Yntv) — _Uyn+l/ .
(673 =0 g (673

Hodnotu y,+; tedy pfimo nevypocteme, ale dostaneme pro ni pouze rovnici.
Mluvime o implicitni metodé. NaSe rovnice (obecné nelinedrni) pro y,t je tvaru
Yn+k = F(Yntr), kterou fesime itera¢ni metodou: zvolime pocdteéni hodnotu
Y0, apro s = 0 pocitame y;ﬁc = F(y;_;). Pokud f je L-lipschitzovska v y,
pak pro dostatecné malé h je F kontrakce (lipschitzovské zobrazeni s konstantou
mensi nez 1) a podle Banachovy véty o kontrakei je

Yntk = lim yp
S§— 00

pro libovolnou pocateéni hodnotu y° e

Pro praktické pouziti je vSak treba odpovédét na dvé otazky: jak volit po-
¢ateéni hodnotu y° 41 a kolik iteraci provést. Pro volbu pocatecni hodnoty je
nejjednodussi vzit bud pfimo pfedchozi hodnotu (yg +k = Yn+k—1) nebo extrapo-
lovat z predchozich dvou (yg k= 2Wntk—1— Yn+k—2). Iterani proces ukonéime,
pokud |y; ;. — yfliﬂ < &, kde ¢ je pfedepsana presnost.

Pocatecéni aproximaci y° 11 lze také ziskat pomoci explicitni metody

k k—1
S @y =Y B fas
v=0 v=0
Klademe tedy
k—1 k—1
1 . .
Ynik = o (hz B frto — Zayyn+y> . (2.6.11)
v=0 v=0

Potom vypocteme nékolik aproximaci y, , , uvazované implicitni metody a kla-
deme Y1k := Y, - Nejjednodussi volba je m = 1:

k=1 k-1
Yntk = (hﬁkf(l'n-i-ka Yorw) + O Bufarn =) auyn+u> /. (2.6.12)
v=0

= v=0

Z rovnice (2.6.11) vypocteme 39, ., dosadime do (2.6.12)) a vypocteme Y.
Tato metoda se nazyva metoda prediktor-korektor. Explicitni metoda (2.6.11) se
nazyva prediktorovd formule, implicitni metoda (2.6.12) je korektorovd formule.
Metody prediktor-korektor jsou nejefektivnéjsi vicekrokové metody. V kazdém
kroku se pocitaji pouze dvé hodnoty funkce f.
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Cviéeni 9 UvaZzujme metodu danou nasledujicimi formulemi:

Ynt1 = Yn +hfn (prediktor)
Yntl = Yn + %h(fn + fnt+1) (korektor).

ZapiSte tuto metodu ve tvaru jednoho vzorce pro vypocet y,+1. Ukazte, ze vy-
sledkem je Rungeova-Kuttova metoda druhého radu.

2.7 Neékteré vlastnosti obecnych vicekrokovych metod

Uvazujme obecnou k-krokovou metodu

k k
> wlnie =0 Bufate, (2.7.13)
v=0 v=0

kde ap # 0, |ag| + |Bo| > 0, n = 0,1,... (pokud 2, 1% € [a,b]). Na zac¢atku
vypoctu je tfeba urcit pocateéni podminky

Yo =1Y1,- -, Yk—1- (2714)

Ty se ur¢i pomoci vhodné jednokrokové metody, takze lze psat y, = n.(h),
pw=1...k—1.

Definice 11 Rekneme, Ze k-krokovad metoda (2.7.13) je konvergentni, jestlize
pro feSeni y : [a,b] — IR ulohy y' = f(x,y), y(a) = n s libovolnou f, ktera je
spojitd v [a,b] x IR a lipschitzovskd v y a pro libovolné n plati nasledujici tvr-
zeni: jestlize y, je priblizné feseni ziskané pomoci metody (2.7.13) s poéateénimi
podminkami (2.7.14) takovymi, ze hlirg nu(h) =n, pro p=0,1,...,k — 1, pak
—0+
plati
v b] : li = .
x € [a,b] m yn y(x)

Tpn=T

Definice 12 Rikame, Ze metoda (2.7.13) je stabilni (podle Dahlquista), jestlize
v8echny kofeny polynomu p(§) = Y o, jsou v absolutni hodnoté nejvyse rovny
jedné a vsechny kofeny, jejichz absolutni hodnota je rovna jedné, jsou jednodu-
ché.

Definice 13 Rekneme, Ze metoda (2.7.13) je 7ddu p = 0, jestlize plati

k
Zau =0
v=0

a pro p > 0 navic

M b Bt
= = =1,...,p).
Uz:(:) s! Z (s—=1)! (s=1....p)

v=0

M4-li metoda (2.7.13) ¥ad p 2 1, fikdme, Ze je konsistentnd.
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Véta 17 KazZda konvergentni metoda je stabilni.

Dikaz: Méjme konvergentni metodu (2.7.13). Pfiblizné feseni y,, konverguje
za podminek uvedenych v definici k presnému feSeni. Uvazujme tlohu 3’ = 0,
y(0) = 0: jeji pfesné feSeni je y(z) = 0 (tato Gloha ur¢ité podminky splituje).
Pak mame

> iy =0  n=0,1,... (2.7.15)
Yyp=nu(h)  pu=0,1,....k—1

a za predpokladu 7, (h) — 0 pro h — 0+ vime, ze

Ve>0: lim y, =0.
h—0+

Tp=T

Vztah (2.7.15) je soustava linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi koefici-
enty a charakteristickym polynomem p(¢) = > a,&”. Necht & = ret® (r = 0) je
kofen polynomu p: pak posloupnost {{"},, je FeSenim (2.7.15). Protoze koefici-
enty a, jsou realné, vime z teorie, ze i {wn }52, a {z,}22, kde w,, = hr™ cosnp
a zp, = hr"sinng, jsou feseni (2.7.15). Jsou to tedy pfiblizna feseni vyhovujici
pocatecnim podminkam

hr* cos pp L0k, 0, hr* sin pp 220t
Odtud pro kazdé z > 0

lim z, = lim w, =0« hrn |2 + tw,| =0 <= lim hr" =0 <=
h—0+ h—0+ h—0+

Tpn=T Tp=T zn_z Tpn=T

<=z lim lr =0<=[¢|=r<1.
n—oo N
Predposledni ekvivalence vychézi z toho, Ze ta ponékud zahadné vyhliiejici limita
neni ve skutecnosti nic jiného nez limita pro n — oo s dosazenim h = £

Nyni méjme kofen £ = re’¥ nasobnosti alespoii dvé. Potom je {n«f” 1yee
feSenim (2.7.15). Stejné jako vySe vidime, Ze i z,, a wy,, kde z, = nVhr™ cos ngp
a w, = nVhr"sinng jsou feeni. Jsou to tedy piiblizna feSeni pro pocateéni
podminky

VRt cos pp — 0, wVhrtsinpp — 0 for h — 0+, p=0,...,k—1.
Odtud stejnym zptisobem jako v prvni ¢asti dostaneme

Vo lim 7"y/n =0 [{|=r < 1.
n—oo
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Véta 18 Je-li metoda (2.7.13) konvergentni, pak je také konsistentni, tj.

k k k
g a, =0, g = E By
v=0 v=0 v=0

Dikaz: Uvazujme tlohu ¢y’ = 0 v [0,b],b > 0, tentokrat s pocateéni podminkou
y(0) = 1. Pro pfiblizné feSeni opét plati (2.7.15), tj.

k
ZauynJrU:O n=0,1,....
v=0

Pro libovolné h > 0 volme pocatecni podminky yo = y1 = ... = yp—1 = 1.
Ziejmé je splnéna podminka y, = n,(h) =1 — 1 pro h — 0+. Metoda (2.7.13)

je konvergentni, tedy
V. 0: I =1 2.7.16
z>0: lim yn=1, ( )

Tp=T

pricemz limitu opét chapeme jako limitu pro n — oo, kde ¥, je hodnota pribliz-
ného feseni s krokem h = . Pocate¢ni podminky ani koeficienty rovnice (2.7.15)
nezavisi na kroku h, nezavisi na ném tedy ani pfiblizné feseni. Ze vztahu (2.7.16)

lim y, =1= lim y,4, =1 v=0,...,k.

n—oo

Provedeme-li tedy limitni prechod v (2.7.15), dostaneme > a, = 0.
Pro druhou podminku uvazujme dlohu ¢y’ = 1, y(0) = 0 (feSeni je y(z) = ).
Metoda (2.7.13) tady vypad4 takto:

k k
> iy =hd» B, n=01,.... (2.7.17)
v=0 v=0

Pro poéate¢ni podminky vyzadujeme, aby y, = n,(h) — 0 pro h — 0+, p =
0,1,...,k— 1. Hledejme feSeni (2.7.17) ve tvaru y, = Kx,, = Khn. Po dosazeni
do (2.7.17) postupné dostaneme

k k
KhZaU(nJrl/) = hZﬂy,
. v=0 . u:O
KhZaVnJrKhZOzUV: hZﬂy,
v=0 v=0 v=0

k
KZauy = Zﬁu
v=0

Vime, Ze Zi:o a, = 0, takze p(1) = 0. Z pfedchézejici véty vyplyva, Ze 1je jedno-
duchym kofenem polynomu p. Tudiz, p’'(1) # 0, coz znamena, Ze Zﬁ:o ayv # 0.
Mtizeme tedy posledni rovnost touto sumou vydélit, nacez dostavame
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K _ Su=oBy

k

ZIIIO Qv
Z vyse uvedenych tvah plyne, ze pro tuto hodnotu K je y, = Kx,, n=0,1,...,
feSenim (2.7.17). Zvolime-li poc¢ateéni podminky metody 7,(h) = Kuh — 0
pro h — 0+, bude y,, = Kz, pfibliznym FeSenim, ziskanym metodou (2.7.13).
Protoze predpokladédme, Ze je tato metoda konvergentni, mame pro kazdé x

. k k

lim y, =y(z) =2z < K lim n—zm@Kzl@Zayu:Zﬁy.

h—0+ n—oo N
Tp= v=0 v=0

O
Priklad 8 Metoda —ynio + 4yni1 — 3yn = 2hf, neni stabilni, nebot polynom
p(&) = —€2 + 4€ — 3 m4 kofeny 1 a 3.
Cviceni 10 Urcete fad této metody.

Priklad 9 Metoda y, 12 +4yn+1— 5Yn = h(4dfns1 + 2f,) ma sice Fad 3, ale neni
stabilni.

Viyznam stability metody

Uvazujme rovnici y’ = —y, y(0) = 1 s feSenim y(z) = e~®. Aplikujeme-li nékte-
rou z predchozich metod, zjistime, Ze pro rostouci n hodnoty ptiblizného feseni
osciluji okolo pfesného se zvétsujicim se rozptylem.

Viyznam radu metody

Definice fadu nijak nenaznacuje, k ¢emu je tento pojem dobry. To vyplyne z na-
sledujici véty. Mé&me obecnou k-krokovou metodu (2.7.13), y : [a,b] — IR bud
presné FeSeni nasi tlohy. Dosadme y(x,) misto y, v (2.7.13):

k k

Z ayY(Tpsy) = h Z Buf (@ntv, Y(Tnir)) + hop. (2.7.18)

v=0 v=0
Veli¢inu §,, nazveme lokdlni relativni diskretizacni chybou v bodé .
Vé&ta 19 Necht metoda (2.7.13) je Fddu p a necht presné fesent je tiidy CP*1[a, b].
Pak existuji hg, K > 0 tak, Ze |0,| < KhP pro viechna n takovd, Ze x,,
Tntk € [a,b] a pro viechna h < hg.
Dikaz: Uvazujme intervaly [x,, x4, C [a,b] prov =0,...,kan=0,1,.... Z
Taylorova vzorce plyne:

P )
Y Ln S1.S
Y(Tntv) = y(z, + vh) = y(x,) + E %I/ h 4+ Ry pt1, (2.7.19)

s=1

1
_ y(p+ )(xm,,) Vp-i-lhp-‘rl _ O(hp+1),

RV,P+1 - (p+ 1)| Tny € [xnaxn-i-l/]'
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Protoze y je FeSeni rovnice, mame f(Zptv,y(Tntr)) = ¥ (Tntv); 0pét pouzijme
Taylortv vzorec:

L))
Y (ZCn) s—1z1s D,
hf(@niv, Y(Tnin)) = hy' (x, +vh) = Z mu YW+ Ry p1, (2.7.20)
s=1
- (41 (5
Rypi1 = yiwyphpﬂ =0, Zp,. € [Tn, Tt
p!

Zbytky R, R jsou O(hP*1), protoze yP*1 je spojita, a tedy v [a,b] omezena;
ozna¢me Y maximum jeji absolutni hodnoty. Vztahy (2.7.19) a (2.7.20) dosadime
do (2.7.18) a upravime pomoci definice fadu metody:

hé,, = y(z,) Zau—l—Zhs (S (Zau Zﬁy — )
+ Z avRu,erl - Z ﬂvév,pqu

(p+1) k (p+1) (5
hé,, = hPt (Z g1 ) @ ﬁ’;’”) -3 gt (z"*”)>

|
v=0 p:

Protoze je |y(p+1)| na [a,b] odhadnuta konstantou Y, dostavame

|6 | < YhP (Z |al/| Z |BII|V ) — KhP

PIo Tp, Tniy € la,b], h € (0, hp). O

Vp-i-l

Shrnuti: Vyznam této véty je nasledujici: je-li metoda fadu p a je-li presné reSeni
rovnice dostateéné hladké, plati pro chybu 6, = O(hP). Bez dikazu uvedme
nasledujici fundamentalni vysledek:

Véta 20 Vicekrokovd metoda je konvergentni, pravé kdyz je stabilni a konsis-
tentnsi.

Zavedme nyni opét chybu metody (akumulovanou diskretiza¢ni chybu) jako e,, =
Yn — y(2n). Nésledujici véta dava odhad této chyby.

Vé&ta 21 Necht y € CP*([a,b]) je presnym resenim ilohy

Y = f(z,y) va,b], yla)=n,

kde f € C([a,b]) X IR) spliuje Lipschitzovu podminku s konstantou L > 0 a
necht {Yn}a, clap) Jje priblizné reseni vypoctene pomoct vicekrokove stabilni me-
tody vddu p 2 1. Oznacme

6= _max ly(2) — Yul -
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Pak ezistuji konstanty hy > 0, N > 0, ¥ > 0 takové, Ze pro chybu metody
€n = Yn — y(:cn) plati odhad

len| < e@n=Y5 4 By(z, — a)NhP
Vi, € [a,b], Vh e (0,h).
Uplny ditkaz je uveden ve skriptech [1] véta 1.12.4. Zde se omezime na jednodussi
pripad tzv. silné stabilnich metod.

Definice 14 Vicekrokova metoda je silné stabilni jestlize ma tvar

k

Yn+k — Ynt+k-1 = h Z ﬁufn-l—u' (M)
v=0

Tzn., ze polynom p ma pouze koreny 0 a 1 a kofen 1 je jednonasobny.
Nyni dokazeme predchozi vétu o odhadu chyby pro ptipad silné stabilnich metod.
Diikaz: Priblizné feSeni spliiuje vztahy

k

Ynt+k — Yntk—1 = h Z ﬂvf(xn+V7 yn+v)a Ty Ttk € [a; b]
v=0

Pokud je metoda (M) fadu p a presné feseni je CP*1([a,b]), pak

k
y(xn-i-k) - y(xn-l-k—l) =h Z Bl/f(xn-‘rl/? y(-rn—i-l/)) + h(sn; Ty Ttk € [aa b]

v=0
|5n| < th7 h € (Ovh’O)

Oznacime-li €, = Ynt+v — Y(Tnyr) chybu metody, z predchozich vztahi dosta-
neme

k
Entk — Entk—1 = h Z ﬁy {f($n+u; yn+u) - f(xn-l-ua y(‘rn-i'l/))} - h(sn
v=0

Ponévadz funkce f spliuje Lipschitzovu podminku, mame

k

lentkl < lentho1] + ALY |Bullents] + hln]
v=0

a tedy

k—2

entkl(1 = BLIBD) < lentpt|(L+ ALIG D) + LY |Bullento] + NRPH.
v=0
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Necht h; > 0 je takové, Ze

1
1 —hiL|B| 2 5

Potom pro h € (0, hy) plati 1 — hL|B| > 1 — h1L|Bx| > 4. Odtud plyne, Ze

1
— <2
1 —hL[Bx| —
a
L+ hL|Bg—1] 1 —hL|Bx| + hL(|Bk| + |Br-1l
= <14 2hL ~1])-
Tudiz,
k—1 ~
lentk] < lentr—1] + hzﬂu|en+1/| +, (2.7.21)
v=0
kde

Op_1 = 2L(|Be| + |Br-1]), 9, =2L|B,|, v=0,...,k—2,0 = 2NhPHL,

Nyni pouzijeme néasledujici vysledek.

Lemma 3 Nechf u, =20 pron=0,...,N, 9, =20prov=0,....k—1,9 >0,
6020,h>0,ug,...,up—1 <9,
k—1
Un+k S Un+k—1 + hzﬂyunﬁ-u +19 (2722)
v=0

pron=0,....,N —k anecht’ﬁzzl]f;éﬂy, Pak

enhﬁ —1-
Unp, Se”hﬁéqtiﬂh 9, n=0,...,N.
Daikaz:
1) Necht
b1 =1+ hm)én+9, n=0,...,N—1,
§o = 6.
Potom podle lemmatu ...
nhd __ 1-
Ep<es S —§ n=0,...,N
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2) Dokazme indukci, Ze u, < &,, n=0,..., N. Mame
Ug, ooyl SO0=8§ <6 <SG K6 S
Necht u; < ¢ proj=0,...,n+k—1,n = 0. Potom z (2.7.22) plyne, ze

Un+k < Unp+k—1 + hﬁk—l“n-{-k—l +...+ h'ﬂoun + 1§
<&ngh—1 + M 1bngk—1+ ...+ hdoén + 0

k-1
< &ntk-1 (1 + hZﬂy> +9

v=0
= &1 (1 + ) + 9= Entk-

3) Pouzijeme-li vysledek z 1), dostaneme

enhﬂ —1-

Un S &n S €O+ g

coz jsme chtéli dokazat.

O
Nyni mizeme pokracovat v ditkazu véty tak, ze budeme aplikovat lemma na

nerovnosti (2.7.21). Vzhledem k tomu, Ze nh = x, — a, 9 = Nh**!, N = 2N,
snadno zjistime, ze

(xp—a)?d

|€n| S e(xn—a)ﬁ(s + #thle =

= @=L By(x, —a)NhP, x, € [a,b].
O

Podobnym zptisobem lze odvodit odhad pro akumulovanou zaokrouhlovaci
chybu. Stejné jako u jednokrokovych metod budeme symbolem ¢, znacit pfi-
blizné feseni pocitané se zaokrouhlovanim. Pak lze psat

k
gn+k - ﬂn+k71 - h Z 6uf(xn+v; ﬂnﬂ/) + En, Tny Tn+k S [av b]v
v=0
kde |en| < € pro @y, Tp4k € [a,b] & Gy = yu, p = 0,...,k — 1. Pfiblizné feseni

pocitané presné bez zaokrouhlovani je dano predpisem

k

Yn+k — Ynt+k—1 = h Z Bl/f(xn-‘rl/? yn—i-l/)a Tns Tn+k S [aa b]
v=0

Nyni lze aplikovat postup jako v dukazu pfedchozi véty, kde 6 = 0 a J = e.
Dostaneme pak odhad akumulované zaokrouhlovaci chyby r,, = y, — 9, ve tvaru
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g
|rn| SEﬁ(znfa)E, Tn € [a,b].

Tento odhad ndm dava nejhorsi scéndr pro chovani chyby r, v zavislosti na h.
Numerické experimenty bohuzel ukazuji, ze pro h — 04 zaokrouhlovaci chyby
mohou rist tak, ze znehodnoti vipocet.

2.8 Odvozeni nékterych vicekrokovych metod
2.8.1 Interpolacni polynom a zpétné diference

Necht J C R je interval, z : J — IR anecht zg,...,z, € J (¢ 2 1) jsou navzdjem
ruzné body. Pak existuje pravé jeden interpolac¢ni polynom P takovy, Ze

a) stupenn P < ¢,

Polynom P lze napsat v Lagrangeové vyjadieni

P(x)zz (x—x0)...(x —zim1) (@ — 2ig1) ... (x — q) o).

=0 (SCZ — 1'0) . (ZL'Z — SCifl)(SCi — ZL'Z'+1) . (ZL'Z — SCq)

Pokud z; = g +ithproi =0,...,q a h > 0, pak lze vyjadrit P pomoci zpétnych
diferenci funkce z, definovanych nasledujicim zptsobem:

V% =2 (diference nultého fadu),

Vz, = 2, — 2i-1 (diference prvniho fadu),

déle indukci
V72 =V(V' 1) (diference r-tého fadu),
pokud maji vyrazy vpravo smysl. Plati:
V22 = (2i — zic1) — (2i—1 — zi—2) = 2i — 22i—1 + Zi—a.

Obecné lze dokéazat vztah

VTZi = Z(—l)m(;)zi_m, 7‘:0,1,...

Existuje i inverzni formule

- m r m
Zie =Y (-1) (m>v z, r=0,1,...
m=0
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Lemma 4 Interpolacni polynom P k funkci z v bodech x; = xg + ih, kde i
nabyvd hodnot p,p—1,...,p — q, lze napsat ve tvaru

P(z) = mi (—1)™ (nj) V™2, (2.8.23)

0

kde s = (x —zp)/h a

<—s) (=s)(=s—1)...(~s—m+1)

m m!

Dikaz: Je ziejmé, ze polynom na pravé strané vztahu (2.8.23) je stupné < q.

Je-li x = xp_,, potom s = —1r a (;) = 0 pro m > r. Pak podle inverzni formule
! r _ r
P(z,_,) =Y (=)™ (m) V=Y (=)™ (m) V™2 = 2p_r.
m=0 m=0
O

2.8.2 Metody zaloZené na numerické integraci

Pfesné feseni rovnice y' = f(x,y) splituje vztah

T+T
Y +7) - y(z) = / £t y(e))dt,

pro z,z + 7 € [a,b]. Nyni nahradime funkci f(¢, y(¢)) interpolaénim polynomem
majicim v uzlech x,, hodnoty f, = f(zn,yn), kde y, bylo vypoéteno nebo ma
byt pravé vypocteno. Za interpola¢ni body vezméme body zp,Tp—1,...,2Tp—q-
Uvazovany interpola¢ni polynom ma tvar

P(z) = mi_()(—l)m (m) V' fp 8=t

Zvolmenyni x = xp,, T = h a aproximujme y(z) = yp, y(z+7) = yYp+1, f(t,y(t)) =
P(t). Dostaneme formuli

Tpt1 4
Yp+1 — Yp = / P(t) dt =h Z Ym V" fm,
z m=0

P

kde
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«) Takto ziskanym metoddm (pro rtzné q) se fikd Adams-Bashforthovy me-
tody. Pro zvolené ¢ dostaneme (g + 1)-krokovou metodu: k vypoétu yp41
pouzivame hodnoty f v x,_q,...,Tp, jedna se tedy o metodu explicitni.
Charakteristicky polynom p(¢§) = €911 — €4 = ¢9(¢ — 1) mé4 g-nésobny ko-
fen 0 a jednoduchy kofen 1, metody jsou tedy silné stabilni. VétSinou maji
tyto metody Fad ¢ + 1.

B) Polozme = = x,_1, 7 = h. Dosadme do (2.7.13):

Yp = Yp-1 = /Ip P(z)de = /zp Z(_l)m (;j)vmfpdx =

Tp—1 m=0

=hY V" fy,

m=0

kde ~7, — (_% /: Zp (_i(f))dx — (—1™ /_01 (;j) ds.

V tomto pripadé dostavame implicitni g-krokovou metodu. Tyto metody
se nazyvaji Adams-Moultonovy.

Hodnoty zpétnych diferenci se pocitaji pomérné snadno, ale pfesto mizeme nase
metody pfepsat do tvaru, kdy misto hodnot V™ f,, pouzivdme piimo hodnoty

fp—r podle vztahu
vy =31 (") o

p=0

Dostaneme pak napf. Adams-Bashforthovu metodu ve tvaru

q q m
it = Ty =3 30 (7) o=
m=0 m

=0  p=0
= hiofpp ((UPMZ_ q(?)w) .

2.8.3 Priklady nekterych metod

V nasledujici tabulce jsou uvedeny priklady nékterych metod, které takto dosta-
neme.

metoda

Ynt+1 = Yn + hfn

Ynt2 = Ynt1 + 3h(3fut1 — fn)

Yn+3 = Ynt2 + %(23fn+2 - 16fn+1 + 5fn)
Ynt+1 = Yn + hfns1

Ynt1 = Yn + 2(fas1 + fn)

Yn+2 = Yn+1 + %(5fn+2 + 8fn+1 - fn)

R BT
N O~ = W N
W N =W N R
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Metody prediktor-korektor

Budeme-li chtit vyuzit uvedené metody pro pouziti v metodach prediktor-korek-
tor, je vyhodné vzit kombinace 1-7 a 2-8. Z teoretického rozboru totiz vyplyva,
ze v pripadé, kdy jako prediktor pouzijeme metodu fadu o jedna mensiho nez
je Tad korektoru, celkova metoda bude mit stejny fad jako korektor. Dostaneme
tedy jednokrokovou metodu fadu 2 a dvoukrokovou metodu fadu 3.

2.9 Metoda siti pro feSeni parcialnich diferencialnich rovnic

Uvedme na zavér jednoduchy piiklad numerické aproximace parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic. Pfedstavme si pruznou blanu, na okraji upevnénou, na niz piisobi
kolmo né&jaké sila. Modelem bude oblast (oteviena souvisl4 mnozina) Q C IR?,
silu budeme reprezentovat hustotou jejiho rozloZeni, tedy funkci f : @ — IR
a vychylku blany hledanou funkci u : Q — IR. Za pfedpokladu, Ze jsme dosahli
stabilniho stavu (a Ze vychylka je mald) bude u spliiovat vztah —Au = f, kde
A je takzvany Laplacetiv operdtor definovany vztahem

" 92h

(h: R" — IR).

i=1
Upevnéni na okrajich je vyjadfeno okrajovou podminkou u|0Q = 0. (V pfidé
jednodimenzionélni analogie misto 2 méme interval (a,b), rovnici je —u” = f a
okrajové podminky u(a) = u(b) = 0.) Resme tlohu piiblizné pro Q = (0,2) x
(0,1). K tomu potfebujeme situaci diskretizovat: obdélnik € si rozdélme na 2nxn
¢tvereckli o hrané h = % Souradnice uzli ozna¢me x; = y; = ih. Hodnoty u, f
v uzlu (z;,y;) oznacme w;;, f;;. Okrajovd podminka dava ug; = ugn,; = U0 =
u;,n, = 0. Podobné jako derivaci funkce jedné proménné lze aproximovat podle
vztahu 3 ~ 1(y(z + h) — y(x)), lze aproximovat nesmiSené parcialni derivace
druhého radu:

R 1
@(wuyj) N s (u(@iz1,y5) — 2u(s, y;) + w(Tip1,y5))
R 1

a—yQ(%yj) N s (w(@s, yj—1) — 2u(zs, yj) + w(wi, yj+1))

Dosadime-li tuto diskretizaci do rovnice, dostaneme soustavu linearnich rovnic
tvaru
2
Ui 1 = Wil + AU — Uie1j = Uir1,j = h7fij.

Usporadame-li nezndmé do jednoho sloupcového vektoruw = (u1,1, ..., U1,n—1, U2,1,- -

a stejnym zpusobem pravé strany do vektoru f, dostaneme soustavu Au = f,
kde matici A 1ze psat rozdélenou na pole ve

BC0O0...0 4 -10 0
CBCO...0 ~14 -10
4—l0ocBC...0 p_|o-14-1..

)

o O o O O

0000...B 0 0 0 O

) Uanl,nfl)T
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a C je —E, kde F je jednotkova matice. Matice A se skladd z (2n —1) x (2n —1)
bloki typu (n—1) x (n—1). Matici s takovouto strukturou se ¥iké blokové tidia-
gonalni matice. Struktura této matice samoziejmé zavisi na ocislovani ,,poli¢ek”.
Popsané metodé se nazyva metoda siti nebo téz metoda konecnych diferenci .
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NUMERICKE METODY OPTIMALIZACE

V této kapitole se vénujeme vykladu elementti konvexni analyzy v IR™ a zaklad-
nim numerickym metoddm pro hleddni minima (lokdlniho minima) funkci vice
proménnych. Na zac¢itku uvedme dva ptiklady.

Priklad 10 Prokldddni kiivek namérenymi daty: Mame zadany hodnoty z;, v;
(i=1,...,r21 < ... < x). Heddme funkci f = f(«a1,...,a,,z) zévislou na
kone¢né mnoha parametrech aq, ..., a, tak, aby jeji hodnoty v x; byly co nejblize
k y;. Pouzijeme-li metodu nejmensich ¢tverci, je tfeba minimalizovat funkci
T
J(og, ... an) = Z(f(al, o, x) — i)
i=1
Priklad 11 Optimalizace tvaru radidatoru ustredniho topeni

Snazime se najit co nejvyhodnéjsi tvar prifezu zebra. Tento tvar muZeme re-
prezentovat uzavienou kiivkou okolo pocatku; protoze chceme, aby tato kiivka
byla symetrickd, mtizeme ji reprezentovat pomoci nezaporné funkce p : [0,b] —
[0, +00). NaSe kiivka pak vznikne doplnénim grafu této funkce o ¢asti soumérné
s nim sdruzené podle pocatku a obou os. Rozlozeni teploty T' bude spliovat
rovnici pro vedeni tepla ve tvaru®

d dT dp\?
P (p(x)a) =a4/1+ (E) -T

s okrajovymi podminkami 7'(0) = Ty, T(b) = Ty, kde a je konstanta zavisejici
na vlastnostech materidlu. Celkové mnozstvi tepla uvolnéného do okoli je

b
I= 2/ kTdx,
0

kde k je opét jakysi koeficient. Ukolem je najit funkci p takovou, aby hodnota
funkciondlu I(p) byla maximélni, tedy aby hodnota F(p) = —I(p) byla mini-
mélni. Piesnéji fedeno, hleddme funkci p* € C1[0, p] tak, aby

F(p*)= min F
(") pomin (p)

a zaroveni p(b) = 0, p(0) = K > 0 (K je zaddno) a p > 0 na [0,b). Oznacime-li U
mnozinu vSech takovych funkci (bez pozadavku minimality), hleddme minimum

3tento priklad ma pouze ilustrovat, jak se slozité&jsi prakticky problém pfevadi na standardni
situaci hledani minima funkce nékolika proménnych

40
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F na U. Takto formulované tloha spada do odvétvi matematiky zvaného opti-
malni 7izent. Pro pouziti numerickych metod se musime jeSté omezit na néjakou
mnozinu U C U funkei uréenou koneéné mnoha parametry ui,...,u,. Kazdé
takové n-tici parametrt pritadime funkci p € U, k té spocitame teplotu 7', hod-
noty I(p) a F(p) a polozime F(uy,...,u,) := F(p). Tim uz jsme tlohu prevedli
na problém minimalizace funkce F : R" — IR.

V obou pfipadech jsme dospéli k tloze minimalizovat realnou funkci n pro-
ménnych. Je vidét, Zze tato tloha ma fadu praktickych aplikaci, a proto byly
vyvinuty rtzné algoritmy pro jeji feseni.

3.1 Zaklady konvexni analyzy

V této casti uvedeme nékteré zakladni pojmy a vysledky konvexni analyzy, které
se vyuzivaji pfi numerickém hledani extrémui. V dalsim bude U podmnozina IR"
a J zobrazeni U do IR.

Definice 15 Hodnotu J(%), @ € U nazveme (absolutnim, globalnim) minimem
funkce J na U, jestlize Yu € U : J(u) = J(@). Bod @ nazyvame bod minima,
piSeme J(@) = miny J nebo @ = argming J.

Hodnotu J(@), @ € U nazveme lokdlnim minimem funkce J, jestlize existuje
okoli V(u) takové, ze J(@) je (globdlnim) minimem na J na U NV (@). Bod @ se
pak nazyva bodem lokdlniho minima.

Véta 22 BudU C IR"™ omezend, uzaviend mnozina a J : U — IR spojitd funkce.
Potom J nabyvd na U minima.

Definice 16 Necht U C IR" je neomezena mnozina a J : U — IR. Rekneme, Ze
funkce J je koercivni , jestlize

| lﬁm J(u) = 4o00.

uelU

Véta 23 Necht U C IR™ je neomezend, uzaviend mnoZina. Bud J : U — IR
spojitda a koercivni. Pak J nabyvd na U minima.

Diikaz: Necht a € U. Z podminky koercivity vyplyva, Ze existuje takové R > 0,
ze

T

17’

kde B(0, R) oznacuje uzavienou kouli se stfedem v pocatku a polomérem R.
Oznac¢ime-li K = U N B(0, R), nabyva J na K podle minulé véty v néjakém
bodé @ minima. Pak je ale pro u € U \ B(0, R)

a€BO,R)NU #0, YueU\B(0,R): J(u)>J(a)+

J(u) > J(a) + % > J(a) > J ()

a hodnota J(@) je tedy minimem na celé mnoziné U. O
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Oznaceni: Necht U C IR™ je oteviena, J € C1(U). Pak pro kazdé u € U, p € IR"
existuje smérova derivace

Jeji hodnota je rovna VJ(u) . p, kde

T
VJ(u) = grad J(u) = < 0J (u), ... g(u))

Ouy " Oup,
je gradient funkce J.
Definice 17 Bud U C IR™ konvexni mnoZina. Rekneme, 7e J : U — IR je
konvexni funkce, jestlize
J(u+0(v—u)) < J(u)+0(J(v) — J(u))
pro libovolné u,v € U, 6 € [0,1]. Rekneme, Ze J je ryze konvexrni, jestlize pro
u# v, 0 € (0,1) plati ostrd nerovnost.

Véta 24 U C IR" bud oteviend konvexni mnozina, J € C1(U). Pak
(i) J je konvexni prdavé tehdy, kdyz J(v) > J(u) + J'(u,v — u) pro kaZdé
u,v € U;
(i1) J je ryze konvexni prdvé tehdy, kdyz J(v) > J(u) + J'(u,v — u) pro kazdé
u,v €U, u+#v.

Diikaz: Necht je nejprve J konvexni na U. Tzn., Ze je-li u,v € U, potom
Ju+ 0w —u)) < Ju) +0(J(v) —J(u),  V6e(0,1).

7 toho plyne

J() = J(u) > 7 : Vo € (0,1)
Nyni uvazujme 8 — 0+, pak
J() — J(u) > lim Jlu+6(v —w) = J() =J'(u,v — u).

Opacné implikace: necht je pro kazdé u,v € U splnéna podminka
J(v) > J(u) + J (u,v — u).
Z toho plyne

(u+0(w—u))—J (u+0(v—u),0(v—u)) =
(u+0(w—u))—0J (u+0(v—u),v—u).
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Obdobné

J) > J(u+0v—u))+J (u+0w—u),(l-0)(v—u)=
=Ju+0w-—u)+1-0)J (u+0(v—u),v—u).

Pfendsobenim prvniho vztahu ¢lenem (1 — ) a druhého 6 a se¢tenim dostaneme
(1=0)J(u)+0J(v) > J(u+60(v—u)), Yu,v € U, V0 € [0,1].
Nyni budeme dokazovat druhé tvrzeni. Nejprve necht je
J() > J(u) + J (u,v — u), Vu,v € Uyu # v,0 € (0,1).

Stejnym postupem jako jsme pravé uzili (uvazujeme-li ostré nerovnosti) dosta-
neme, ze f je ryze konvexni.

Predpokladejme naopak, ze f je ryze konvexni. Z definice vyplyva, ze pro
0€(0,1), u#v

J(u+0w—u)) < J(u)+0(J(v) — J(u))

a odtud ihned plyne
J(u~+0(v—u)) — J(u)

Y]

J(v) — J(u) >

O

Véta 25 U C IR" bud oteviend, J € C1(U).
(1) Je-li i € U bodem lokdlntho minima, je J'(u,) = 0 pro kaZdé ¢ € R"
(neboli V.J(u) =0).
(i) Je-li navic U konvexni, J konvexni, potom jsou ndsledujici tvrzeni ekviva-
lentni:
1) @ je bodem lokdlniho minima,
2) @ je bodem minima,
3) VJ(a) = 0.

(i) Je-li navic J ryze konvexni, md J na U nejuvgse jeden bod minima.

Diikaz: Tvrzeni (i) je zndmé z matematické analyzy. Pro dikaz (ii) predpokls-
dejme, ze J € C1(U) a J je konvexni. Z toho vyplyva, Ze

J(v) > J(a)+ J'(@,v—ua) YveU. (3.1.1)

Jestlize @ je bodem lokalniho minima, potom VJ(z) = 0 a J'(4,¢) = 0 pro
kazdé ¢ € IR". Odtud a z (3.1.1) plyne, ze J(v) > J(@) pro vSechna v € U.
Tudiz,
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4 = argmin J.
U
Pro dtikaz tvrzeni (iii) necht J je ryze konvexni a pfedpokladejme, Ze ma v
U dva body minima u; # uz. Potom ale z konvexity mame
J(Uz) > J(Ul) + J’(ul, Uy — ul),
pri¢emz J'(u1,us — u1) = 0, protoZe uy je bod minima. To je ovSem spor. [

Necht J € C?(U), U C IR". Pak mé J totélni diferencial druhého fadu v libo-
volném bodé u € U a smérové derivace druhého fadu J” (u, ¢, ) = T J" (u),

kde )
w02 "
70 = (e .

je Hessova matice (kterd je symetrickd). Taylortv vzorec lze psat ve tvaru

J) = J(u)+ J (u,v —u) + %J"(u—i—@(v —u),v — U, v —u)

pro néjaké 6 € [0, 1]. Pouzitim tohoto vzorce lze dokdzat tuto vétu:

Véta 26 Necht J : IR — IR, J € C?, nechf existuje o > 0 tak, Ze J" (u, p, p) >
al|¢||? pro viechna u, ¢ € IR™. Potom J je koercivni a ryze konverni na IR™.

Diikaz: Necht J je dvakrat spojité diferencovatelnd. Nejprve dokazeme koerci-
vitu. Z Taylorova vzorce mame pro 6 € [0, 1]
1
J(u) = J(0)+ J'(0,u) + EJ"(Gu,u,u) >
(0% u||—o0
> J(0) = Mlfull + 5 Jull =% 400
Jest totiz podle Cauchyovy nerovnosti
|7'(0,u)[ = [VJ(0) - u| < [[VJ(O)]| [[ull
————
=M
a podle predpokladi je
1 o
ZJ"(0 > 2_
Tim jsme dokézali koercivitu. Zbyva dokdzat ryzi konvexitu. Necht u,v € IR", u #
v. Opét uzijeme Tayloruv vzorec. Existuje 6 € [0, 1] takové, ze

J) = J() + J (u,v —u) + %J”(qu@(v—u),v—u,vfu) >

1
> J(u) + J (u,v —u) + 504”1} —ul|? >

> J(u) + J'(u,v — u),
¢imz je dikaz hotov. O

Dusledek 27 Funkce J spliujici predpoklady véty 26 md pravé jedno minimum
v R".
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3.2 Numerické metody hledani minima
V této casti se vénujeme iteracnim procestim, které predstavuji numerické mini-
malizac¢ni algoritmy.

Necht J : R® — IR a je dan pocateéni bod u® € IR™. Necht jsme jiz uréili
u* € IR™. Pak polozime

k+1

uFH = b 4 pph,

kde k > 0, ¢* € IR", pr > 0. Veli¢inu ¢ nazjvame smér spddu, pj uréuje vzda-
lenost — délku kroku ve sméru o®. Pro praktické pouziti je potfeba zodpovédét
dvé zéakladni otazky:

1) jak volit smér spadu ¢,
2) jak volit velikosti kroku.

Smér spadu ¢* volime tak, aby J(u**1) < J(u*) pro vhodné p, > 0 (nap¥
dostateénémalé). Smér spadu ¢* miizeme zvolit napt. tak, ze

J (uF, %) = VW) - oF <o0. (3.2.2)

Vé&ta 28 Necht je J € C%(IR™) a plati (3.2.2). Potom existuje po > 0 takové, Ze
J (k) < J(u*), pokud p* € (0, fo).

Dikaz: 7 Taylorova vzorce plyne, ze

T = ) + ped (b, ) + 3R (5,64, ),
kde 3 lezi na tsecce mezi body u* a u* + pr*. Nechf K > 0. Potom existuje
M > 0 tak, ze

78,6, ") <M, ¥ B=u"+pg*, pe0,K].

Mame tedy

1
JWFY) = J(uF) + pe | T/ (¥, o) +=p J7 (B, 0%, o)
20—
20 <M

Odtud plyne, ze existuje pp > 0 tak, ze

1 -
‘](uka Sﬁk) + §pk<]//(ﬂv gokv gok) < 05 Vpk € (05 PO)

Priklad 12 Smeér nejvétsiho spddu definujeme jako
oF = —VJ(u").
Pokud V.J(u*) # 0, potom
J'(WF, o) = =V W) - VI@Wh) = -V (uF)|? < 0.

V dal$im uvedeme a budeme analyzovat dva typy metody nejvétsiho spadu.
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Algoritmus I - metoda nejvétsiho spadu s konstantnim krokem
Necht je ddno: u® € IR", M > 1 celé, € > 0, p > 0 (krok). Pro k = 0,1,..., M
provedte:

1) Polozte uf*t! = uk — pV.J(uF)

2) Jestlize |VJ(u*)|| < ¢, jdéte na 3.

3) Stop.

Algoritmus II - metoda nejvétsiho spddu s optimalnim krokem
Necht je dano: ug € IR™, M > 1 celé, ¢ > 0. Pro k =0,1,..., M provedte:

1) Polozte p* = —VJ(u").

2) Vypoctéte pj, = argmin,~q J(u* + pp*)

3) Polozte u*+1 = uk 4 pjF

4) Je-li |VJ(ub)|| < e, pak jdéte na 5.

5) Stop.

Pokud v predchozich algoritmech zvolime M = oco,e = 0, dostaneme ne-
kone¢né iteracni procesy. V dalsim se budeme zabyvat analyzou konvergence

téchto iteracnich procesi, tj. konvergence posloupnosti {u}2°, pro k — oo k
bodu minima nebo lokalniho minima nebo ke stacionarnimu bodu.

Véta 29 Necht J € C?R™ a necht existuji konstanty A\, A > 0 takové, Ze
Mell? <" J"(w) o < Alel® Vu, ¢ € R™. (3:2.3)

Zvolme p = MLA Pak posloupnost {uk}zozo dand algoritmem 1 s M =00 ae =0
konverguje k jednoznacneému reseni ulohy

J(u) = min J(u) (3.2.4)
a4 k
A=A

el < o -1 (| —= =0,1,... 2.

o~ < o0 -l (§55) + E=o.L 3.25)

Drikaz: 7 ptedpokladii, ze J € C?(R") a (3.2.3) plyne, Ze funkce J je spojita,
ryze konvexni a koercivni. Tudiz, existuje préavé jeden bod u = argming.J a
VJ(u) = 0. Podle algoritmu 1,

[u*+t )| = u* — pVJI(u) + pV I (@) — 7. (3.2.6)

Zabyvejme se vyrazem V.J(u*) — V.J(u). Definujme vektorovou funkci f(t) =
V.J @+t (uF—a)), ¢ € [0,1]. Jeji derivace ma tvar f'(t) = J" (@+t(u* ~7)) (u—7).
Mizeme psat

VJu®) - VJ@) = f(1) - f(0) = /0 f(t)dt (3.2.7)

:/ J" (@ + t(u® — 7)) (u* —7) dt.
0
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Odtud a z (3.2.6) plyne, Ze
1
|ubtt —7|| < HI — p/ J" (@ + t(u® —ﬂ))dtH |u* -, (3.2.8)
0

kde I je jednotkova matice. Je zfejmé, ze I—p fol J" (@+t(uF—u)) dt je symetricka
matice typu n X n.

V dalsim budeme potiebovat dva dilezité vysledky.

Lemma 5 Pro symetrickou redlnou matici A plati:

IA] = o (A), (3.2.9)
kde ||A]| je norma matice A indukovand eukleidovskou normou || - || v R™:
A
a1 = sup 1201
ozuckr ||ull

a o(A) je specktrdlni polomér matice A:

o(A) = max |\
AESp(A)

Zde Sp(A) = {\; X\ = vlastni ¢islo matice A} znaci spektrum matice A.

Dikaz: Necht Sp(A) = {A1,..., A}, kde [\ < [A2| < -+ < [A\n|. Ponévadz
A je symetrickd matice, je SpA C R. Je znamo z algebry, ze v R™ existuje
ortonormalni baze @1,...,p, tvofend vlastnimi vektory matice A k vlastnim
Cislim Aq, ..., A0 Ay = N, i =1,...,n.

Jestlize u € R™, u # 0, pak existuji ¢; € R™ takové, ze u = > . ; c;p;. Déle
snadno zjistime, ze

n n 2.2
[Aul> 3y APl _ 2

Au= g Aicipi  a ===t J)E.

s ful> i T

i=1 "1

Odtud plyne, ze ||A|| < |\n] = o(A). Zvolime-li u = ¢, pak dostaneme o(A) =
[An] < lA@n] < [|A]l. Tudiz o(A) = [|A]. 0

Lemma 6 Necht
o Apl < allpl* Ve eR™ (3.2.10)

Pak
A <a VAeSpA). (3.2.11)
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Dikaz: Je-li A € Sp(A), pak existuje p € R™, ¢ # 0 takové, ze Ap = \p. Tudiz,
pTAp = Mp|? a tedy

IAlel? = leTAp| < allp|?.

Odtud plyne (3.2.11). O

Nyni budeme pokracovat v diikazu véty 29. Z lemmatu 5 plyne, ze

1 1
HI - p/ J" (T A+ t(u® ﬂ))dtH =0 (I — p/ J"(u+ t(u’“ﬂ))dt> .
0 0
Z (3.2.3) plyne, ze pro kazdé ¢ € R™ mame
L= pN) lel® < " (I = pJ" @+ t(u" —7))) ¢ < (1= pX) [lo]*.
Integraci dostaneme

(1= pA) l? < o7 (1 — [ et m)dt) o< (L—pN) ol

a tedy

1
T <I - p/ J" (@ t(u® — 7)) dt) @‘ < g:=max (|1 —pA|, |1 —pA]).
0

Polozime-li p = 525, dostaneme ¢ = (A — X)/(A 4+ \). Z lemmat 5 a 6 plyne, 7Ze

1 1
HI - p/ J" (T + t(uF — a))dtH =0 (I - p/ J"(u+ t(u’“ﬂ))dt> <q.
0 0
Odtud a z (3.2.8) ihned dostaneme (3.2.5). O

Nevyhodou algoritmu 1 je, ze pozadavek (3.2.3), ktery zarucuje konvergenci,
vyzaduje znalost ¢isel A\, A. Ovéfeni podminky (3.2.3) je v praxi ale obvykle
znacné obtizné, ne-li nemozné. Proto je casto pouzivan algoritmus 2.

Véta 30 Necht v algoritmu 2 je M = oo a ¢ = 0. Ddle predpoklidejme, Ze
J € CYR"™) a VJ sphiuje lokdlné Lipschitzovu podminku v R™. Pak kaZdy hro-
madny bod G € R™ posloupnosti {u™}°_, vypoctené pomoct algoritmu 2 spliiuje
podminku

V.J (i) = 0. (3.2.12)
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Dikaz: Necht existuje podposloupnost {u™:}$2, takova, ze
u™ — 4 e€R" proi— oo. (3.2.13)

Z konstrukce posloupnosti {u™}5°_, plyne, Ze posloupnost {J(u™)}22_, je ne-
rostouci. Tudiz, protoze m;11 > m; + 1, mame

J (™) = J (wm™) < J () — T (u™). (3.2.14)
Prvek u™i*1! je vypocten z ™ podle algoritmu 2, podle kterého plati
J (u™ ) = J (™) < J (W™ 4 pe™) — J (u™)  Vp > 0. (3.2.15)

Z véty o stiedni hodnoté plyne existence 6, € [0, 1] takového, ze

J(J™ 4 pp™i) — J (u™) (3.2.16)
= pVJ (U™ 4+ 0,p0™) - ™
= —pVJ (u™ +0,pVJ(u™)) - VJ (u™).

Ze spojitosti VJ a predpokladu, ze u™ — @ pro ¢ — oo plyne, Ze
Mt = -VJ(u™) - —-VJ(a) proi— occ. (3.2.17)
Déle dokézeme, ze existuji i** > 0 celé a p > 0 tak, ze
pVJ (u™ — 0pVJ (u™)) - VJ (u™) (3.2.18)
z%wﬂ@w Vi> i, voeo,1].

Za tim ucelem zvolme okoli O.(@) o poloméru ¢ > 0. V disledku (3.2.13) a
(3.2.17) existuji i* > 0 celé a p > 0 takové, ze

u™, u™ — 0pVJ (u™) € OL(a) Yi>i*, Vpe(0,p), VOe[0,1]. (3.2.19)
Dale je ziejmé, ze existuje konstanta K > 0 tak, ze

IVJ(z) = VJ)| < K|z —y|| Yz, ye O(). (3.2.20)

Odtud a z (3.2.19) vidime, Ze

VI (u™ = 0pVJ(u™)) = VJ(u™)]| (3.2.21)
< pK||[VJ(u™)|| Vi>i*, Vpe(0,p), VO €[0,1].
V disledku této nerovnosti plati:
pVJ (u™ = 0pVJ (u™)) - VJ (u™) (3.2.22)

2 4 VI (u™) - (VT (u™ = 0pV.T (u™)) — VT (u™))
> (1-pK) Yi>i*, Vpe(0,p), V0 €[0,1].

= o[V (™)
= p||VI (™)
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Z (3.2.17) plyne, ze existuje i** > i* takové, ze

[V (™)) > % IVI@)|? Vit (3.2.23)

Nyni zvolme p € (0, ) tak malé, ze 3(1 — pK) > 1. Pak

1
1
1 N2 1 AN (12
SoIVI@IF (1= pK) = 2|V @)F

Odtud, z (3.2.22) a (3.2.23) dostaneme ihned (3.2.18).

Nyni jiz mtizeme dokon¢it dtikaz véty. Shrneme-li (3.2.15), (3.2.16) a (3.2.18),
vidime, Ze existuji ¢** > 0 a p > 0 takové, ze pro vSechna i > ¢** plati odhad

1
J (W™ — J (u™) < —Zp||VJ(€L)H2 <0. (3.2.24)
Z (3.2.13) a spojitosti funkce J plyne, ze
J (™) — J(u™) - 0 proi— oo.

takze |VJ(@)||? = 0, coz jsme chtéli dok4zat. a
Disledek. Splnuje-li J pfedpoklady véty 30 a J je koercivni, pak z posloupnosti
{u™}s°_, lze vybrat podposloupnost konvergentni k néjakému 4 € R™ a tudiz
VJ(@) = 0. Potom @ je bodem lokdlniho minima nebo tzv. sedlovym bodem.
Je ale nepravdépodobné, ze bychom pti praktické realizaci dostali konvergenci k
sedlovému bodu.

Jestlize J spliiuje prdpoklady véty 30 a J je koercivni a ryze konvexni, pak
u™ — u € R™ pro m — 0o a u je jedingym bodem minima funkce J.
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